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- SUNTI DI LAVORI ITALIANTI

Litter CaMPEDELLI: Intorno alle superficie ellittiche con un fascio
di curve di genere due (in corso di pubblicazione nei « Rendi-
conti del Seminario Matematico della R. Universita di Padova »).

Precisamente 1'A. tratta delle superficie ellittiche di genere geo-
metrico nullo. e quali — oltre ad un fascio ellittico (K) di curve
di genere due — posseggono un fascio lineare |C di curve ellit-
tiche.

E noto che le superficie F di genere geometrico p,—0 e di
genere numerico p, = — 1 (non riferibili a rigate). ammettono un
gruppo continuo semplicemente infinito. I. di trasformazioni bira-
zionali in sé (il quale ha per traiettorie le curve di un fascio li-
neare | C): per questa loro proprieti le F rientrano nella famiglia
delle cosiddette superficie ellittiche di.cui PAINLEVE (1897) ha indi-
cato una rappresentazione analitica caratteristica mediante fun-
zioni ellittiche di un parametro «d algebriche di un altro: rappre-
sentazione che per p, =10 & stata sviluppata dall’ ENXRIQUES (1905).

Sulle F. accanto al fascio €. esiste un fascio ellittico di curve K
il cui genere & in generale, ==>1: una € «d una K si segano in
un gruppo G di un certo numero # di punti. e i gruppi G, danno
tuogo ad una inroluzione I,. che & generata da un gruppo I',,. d' or-
dine 3 (eiclico o abeliano a base due). di trasformazioni della F in
=0, il guals & contenuto nel gruppo semplicemente infinito T. 11
numero p dicesi determinante della superficie F.

La vostruzione delle superficie F con determinante primo (caso
cicticoy & dovuta all’ EXRIQUES (1905). mentre esempi del caso in
cui il gruppo U, & abeliano sono stati incontrati dal BAGNERA e
dal De Fraxcuis (1907). In seguito il CHISINT (1921) ha assegnato
la costruzione di tutte le superficie . ellittiche di genere geome-
trico mullo, con gruppo abeliano,

Jarticolare interesse hanno suscitato le superficic F con un
fascio ellittico (K) di curve ellittiche (z = 1), che sono state stu-
dinte e classificate da G, BaGNERA ¢ F. DE FraxNcuis (1907); da
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F. ENriQUEs e F. Severr (1908); e ancora, recentemente- (1934),
per via geometrica, dall’ ENI};Q,UES. ’ _

Nel lavoro che qui si riassume, 1’ A. ha intrapreso 1’ analisi
delle superficie F nel caso in cwi il fascio ellittico (K) sia costituito
~da curve di ge'nére due (= = 2), ed ha dato la loro completa classi-
ficazione pervenendo a distribuirle in dieci diverse famiglie, di
"_ciascuns -delle quali ha determinato, tra I’ altro, il tipo di -equa-
zione che la caratterizza. o '

Se indichiamo con f un cilindro cubico ellittico con le genera-
trici parallele all’asse delle 2, le predette dieci famiglie di super-
ficie F' si ottengono come segue: : L ERT

1) superficie F di determinante n == 2, rappresentate doppia-_
mente sopra il cilindro f, con carva di diramazione costitnita da
sei sezioni con piani normali all’ asse delle z ) i ‘

2) superficie F di determinante m — 3, rappresentate dal ci-
lindro triplo ciclico f, con curva di diramazione costituita da quatiro
gezioni # = cost. [dell’ ordine di diramazione §,== 5, =8, =8,=3(;

3) superlicie F di determinante n =4, rappresentate dal ci-
lindro quadruplo ciclico f, con curva di- diramazione costituita
da quattro sezioni z=—cost. (dei rispettivi ordini di diramazione
5, =8,=2 8,=8,=4); ;

4) superficie F ancora di determinante n—4, ma di #ipo
abeliano, cioe possedenti un gruppo abeliano del quario ordinme di
trasformazioni birazionali in s&, e che si rappresentano sopra il
cilindro quadruplo f con curva di diramazione (semplice) costituita
da cinque sezioni z = cost.; o

5) superficie F di determinante n — b, rappresentate ciclica-
mente con molteplicita cinque sul cilindro f, la curva di dirama-
zione essendo formata da tre sezioni z— cost. (8,=8,=8;=5);

6) superficie F di deferminante n =6, rappresentate dal ci-
lindro sestuplo ciclico f, con curva di diramazione costituita dalle
sezioni con quattro piani normali all’ asse delle z (prese, rispetti-
vamente, con gli ordini di diramazione s, = 8, =2, 8§, =8, = 3);

7) superficie F di deferminante n = 6, ancora del tipo ciclico,

(*) Si aggiungerd la condizione che sul cilindro multiplo f la generica
sezione z— cost. sia immagine di una curva irriducibile, C, della super-
ficie F. Lo stesso si dica nei casi che seguono.

(?) Ogni generatrice k del cilindre m-plo’ f rappresenta, con la molte-
plicitd %, nna curva K di genere due della F, i punti della?% rispondendo
ai gruppi della g, segata sulla K dal fascio lineare |C|. A un punto di
diramazione dell’ ordine s della k, coirisponde sopra la K un gruppo
della g,! costituito da /s punti s-pli.
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rappresentate sul cilindro sestuplo f, con curva di diramazione
costituita da tre sezioni z == cost. (aventi gli ordini di diramazione -

8) superficie F di deferminante n=—=S8. rappresentate ciclicu~
inente con molteplicith otto sul cilindro f, la curva di diramazione
essendo costituita da tre sezioni z — cost. (con 8, =2, 5, =38, = 8);

%) superficie F di determinante n = 10. rappresentate dal
cilindro ciclico 10-plo f. con curva di diramazione costituita da
tre sezioni normali all asse delle 2 (i lore ordini di diramazione

essendo rispettivamente s, —= 2, 8, == 5, §, = 0):

10} supevticie F di deferminante n =12, del tipo abeliuno,
rappresentate con la molteplicita dodici sul eilindro f. con curva
di diramazione composta da tre sezioni z = cost. tdegli ordini di
diramazione ‘3, — 2. s, — 8, = 6).

Accanto a questa rappresentazione delle F sopra um cilindro
multiplo, se ne da una seconda, assai interessante e suggestiva,
alla quale si perviene dallo studie della rigata ellittica doppia o,
le cui generatrici sono immagini delle curve K di genere due.
Per la ¢ si costruisce, nello spazio ordinario. un particolare mo-
dello proiettivo, costituito da una rigata ellittica ¢, del gquarto
grado con due rette doppie » e &, sulla quale la cirva di dirama-
stone D incontra in sei punti le generatrici, ed é composta di una
o ptiv curee ellittiche rirriducibili) appartenenti ad un medesimo
fascio lineare D, , oltre che, eventualmente. dalle direttrici « e .

Sioprova allora che:

se la [) & irriducibile. seisecante le generatrici, si ricade nei
vasi 10) 0 7) secondo che la curva generica del fascio 'D| & im-
magine di una curva irriducibile o riducibile :

se Ta Iy & spezzata in due curve trisecanti le generatrici, si
hanno i casi 6) o 2) secondo che la curva generica del fascio | D, !,
# cui appartengono le componenti la D, rappresenta una curva
irriducibile o riducibile ; ‘

se la I & spezzata in tre bisecanti le generatrici, e la curva
generica del fascio D, . cui queste appartengono, & immagine di
ana curva irrviducibile, si ottengono superficie F del tipo 4);

so la [) & costituita da una delle rette doppie della rigata ¢, e
da una curva ) pentasecante le generatrici, si hanno i casi 9) e 5)
it seconda che la curva generica del fascio | D, | rapprespnta una
curva irriducibile o riducibile ;

se fa D & formata da una curva D, quadrisecante le genera-
trici ¢ dalle due rette doppie della @, si ricade in 8) (e si dimostra
el sopra L @ doppia, la curva generica del fascio |[D,| rappre-
senta necessariamente una carva irriducibile) ;
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.se la D & composta di due bisecanti'.le generatrici (apparte-
nenti ad un medesimo fascio lineare | D,|), e dalle due rette doppie
della ®,, si ha il caso 3) (la curva generica di | D,| essendo imma- ‘
gine di una curva irriducibile).

Questi risultati si ragglungono seguendq diverse vie che si
_completano e si. controllano a vicenda, e che ‘valgono a lumegglare
la questlone sotto ogni aspetto.

V. BERNSTEIN : Sulla dzstmbuzwne degh zeri delle trascendentz n-
tere. (« Giiornale di Matematlca », vol. LXXTI, 1934)

1 noto coine la distribuzione dei puntl smgolarl -di una fun-

zione analitica cp(z):zaﬁz"_ sia legata al modo di crescenza delle tra-
U

a2
scendenti intere ®y(z) =2 [—,m (p numero pomtlvo qualunque)( ).

Piu precisamente, se si fa passare per ogni punto singolare z_,—w&e s
ai 4(#) una curva del tipo 1 cos plu >-—-w)::rs, | —o,] <7t/2p, e se
P equazione del campo, formato dai puntl che possono: essere cou-
giunti coll’ origine mediante linee che non ségano - nessuna delle
curve predette, viene scrltta nella forma < 1/h(,((-)), allora, per

"ogm 0, & llmlog]Q(rem)l/r = hylw). (%)- A o~

I/ A, parte dalla premessa che gli.zeri di una trascendente
intera f(2) sono tutti punti singolari (poli semplici) della sua deri-
vata logaritmica f'(2)/f(2), la quale non ha altri punti singolari.
Applicando pertanto il risultato testo ricordato con ¢(2) = ['(2)/f(#),
egli ottiene un certo numero di critert, che portano sul modo di
crescenza delle funzioni @,(z), e che permettono di asserire che
gli zeri di f(z) siano tutti reali (o reali e positivi), oppure che
essi siano tutti situati sw un dato numiero di semi-rette uscenti
dall’ origine (date a pmori oppure arbitrarie).

Citiamo, per es., i crltéri seguentl H

1°) Affinche tutti gh zeri della traseendente 1ntera, f(z) siano -
reali e p081t1v1, ed uno zero almeno esista realmente, occorre che

(*) Ved E Borri, Lecons sus les séries divergentes, 2me éd., Parls, 1928,
Ch. IIT e IV; G. PoLYA, Untersuchungen tiber Liickensdtee und Singulari-
taten von Potenzrezhen («Math. Zeitschr. », t. 29, 1929, p. 5649); V. BERNSTEIN,
Sulla crescenza delle trascendenti intefe d ordine ﬁmto A= Mem R. Acc.
& Ttalia », vel. IV, 1983, p. 839}

{2) 11 simbolo log A (leggssi logaritma positivo di A) denota il logaritmo
di 4 se esso logaritmo & positivo, e zero nel caso contrario,
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1
si abbia. per ogni ¢ > 3, .
-+ I3 . -
—— Jog P fretv)] @ cos cor per o, <,
(h hofw) =lim —= & ——— = Nt
' r=0c0 » 0 per =2 < o<,

¢ basta che questa relazione sia soddisfattn per un solo valore

di p>_§ (p. es. per ¢ =11 Nella (1)/@ & una costante positiva.
20) Affinche tutti gli zeri di flz) siano distribuiti sopra
semi-rette uscenti dell’ origine, occorre che. per ogni : abbastanza
grande, la funzione di v, definita dal primo membro della (1), sin
della forma @, cos g(w—uw,) sn # intervalli jo—o, = =/2: (v—1, 2u.0n),
e sia identicamente nulla fuori di essi: agli stessi effetti basta che
la condizione precedente sia soddisfatta per un solo valore di c.
Oltre a criteri del tipo dei due teste citatis I' A, div anche cri-
teri che. invece di involvere il modo di crescenza delle funzioni
associate d(z), fanno intervenive le divezioni di Borvel di tali fun-
zioni. Non essendoci possibile per mancanza di posto di ricordare
la definizione delle direzioni di Borrrn. ¢ di citave degli esxempi di
questi ultimi criteri, diremo soltanto che. per ottenerli. I'A. parte
dall osservazione che, nei criteri precedenti, il massimo limite pué
essere, in certi casi, sostituito dal limite preciso: civ essendo dimeo-
strato. i criteri del nuove gruppo si ottengono mediante I'applica-
zione di un lemma recentemente dimostrato dall’A. (7).

¢y Ved. V. BernsrriN, Sulle divezioni di Julia e di Bovel di certe fun-
zioni olomorfe (¢ Roud. R. ISt Lomb, Se. Lett. ». vol. LXVI. 1933, p. 11563,



