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PICCOLE NOTE ‘ . . 67

Sopra un teorema di confronto di Fubini.
(Bstratto di una lettera di A. TonoLo al prof. G. Fugiyy)

Sunto. - Un teorema di confronto che il FuBiNt ha stabilito per le equa-
zioni differenziaii lineari del second’ ordine alle derivate ordinarie,
viene qui applicato per la dimostrazione’ di un analogo teorema di
confronto relativo ad wn sistema differenziale lineare del prim’ ordine
con due funzioni incognile, dal quale poi si deduce un risultato per
le equazioni studiate dal FuBIxN. :

I . Nella Nota Su un teorema di ‘confronto per le equa-
#ioni del second’ ordine alle derivate ordinarie () hai preso in con-
siderazione 1’ equazione differenziale ‘ :

. dy dy ‘

(1) dx2 TP 5+ gy =0, |

ove le funzioni p(x), g¢(x) sono supposte finite, continue, e p{x) anche

derivabile in un intervallo (a, b), per la quale hai mostrato essere |

la funzione

. dp
@) i=230+pr—4y

un invariante per la trasformazione Yy =122z, con ) funzione arbi-
traria di x derivabile in (a, b). Sia

2

. azy d
3) iz + P@) %}f + Q)Y =0

(1) « Annali della R. Scuola Normale; Superiore di Pisa », Serie II,
Vol. IT, (1933). ‘
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an’ altra qualsiasi equazione i cui coefficienti soddisfino alle stesse
condizioni dei precedenti, e, in conformita alla (2), si indichi con.T
il suo invariante

apP N
< B 2 _ EY
2 de P 40.

Tl teorema che hai dimostrato nella Nota in discorso & il se-

guente: Se nell intervallo chiuso (a, b) sussiste la disuguaglionza

I=j

1=

e se Uequazione (1) anunetle una soluzione per la quale a, b sono
due zeri consecutivi, allora ogni integrale della (3) si annulle al-

meno una volta nell intervallo (a, b).
Ove si pensi che 1’equazione (1) & equivalente al sistema

22— 0
ds 2=
4

‘ dx T TPE= 0,
¢i & tratti a studiarve il sistema piti generale

\ % + py(@)y + i)z =0,
5) J
'gli+p(x)1 + o) =0
dw [x)y + gy(@)e =0,
o cercare di stabilire per esso un teorema di confronto analogo a
quello ora enunciato.
Supponiamo intanto che nell’intervallo (a, b) le fanzioni p,(x),
&,(®), ps(x), gy(x) siano a derivata prima continua, e inoltre ¢, (),
Pps(x) anche a derivata seconda e invariabili di segno.

Poniamo

. q, ' ql P p’

(6) h P+ 4, 9 ) 49— 0 P ’h ‘II pl ql
. Y p,' * P 1P
Iz Pt Ps P+q, p % P: 9, .p2 P a5

Ovviamente si riconosce che queste due funzioni sono inva-
rianti del sistema (5) per ogni trasformazione y — MJ, #=1>z con A
finzione arbitraria di x derivabile in (a, b).

Consideriamo un altro sistema qualsiasi del tipo (5)

4y
dx

;}j— + Pya)Y -+ Qa2 =0,

+ Pyx)Y + Q (w)Z 0,
@
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ove i coefficienti abbiano le stesse proprieta di quelli del sistema (5).
In conformith alle (6), facciamo le posiziori

1, ::2(1’ +Q, —%) (P,%Qz—%‘l:)g—43 P o, —5; ?, glf
JEPABE RO Y.

Abbiamo il seguente teorema: Se nell’ intervallo chiuso (1, b) sus-
sistono le disuguaglionze

L <jyy I,<js,

e se y(x), z(x) costituiscono uma soluzione del sistema (5) per la
quale a, b sono due zeri consecutivi di ognuna delle funzioni y(x),
7(x), allora ogni altra soluzione del sistema (7) deve annullarsi al-
meno una volia nell intervallo (a, b). Infatti dal sistema (5) si trag-
gono le equazioni differenziali del second’ ordine

dy ( $\dy  (ha] L g
®) da? Pt Q1/d"’+3pz%|' Q||P1 q, zy ’
dQ?J Pe ) dz 2y q,!| P: 4,
10 ) =0.
10) G+ (P‘ T e ) d T |p, g Fp, Py 4 iz
E dal sistema (7) si deducono le analoghe
- drY N \) Pl Q;‘ P, Q.H
1 ar —_ = =0
=+ (P +&—, P Q. Q, p o i 7=
~ az - P\ dZ 1P,
(12) w*(P*’Qz )m*%P Q™" PQ,V 0

Per le equazioni (9), (10), (11), (12) i relativi tuoi invarianti coin-
cidono rispettivamente con le funzioni j,, 4,, I,, I,.

Indichiamo ora con yix), z(x) un sistema d’integrali del sistema
differenziale (5), per il quale @, b siano due zeri comsecutivi tanto
di ylx) quanto di z(x). Queste funzioni soddisfano allora separata-
mente e rispetfivamente alle equazioni (9), (10). Sia Y(x), Z(x) una
soluzione qualsiasi del sistema (7), segue che Y(x) soddisfa all’ equa-
zione (11) e Z(x) alla (12). Ma avendosi, per ipotesi, in (a, b)

L<j, I, <js:

od essendo queste funzioni j',, Je 1), I,,' come ripeto, anche gli

invarianti delle equazioni (9), (10), (11), (12) possiamo #pphcare il

tuo teorema. Ne consegue che Y(x), Z(x) dovranno ammettere al-
meno uno zero nell’ intervallo (a, b)..
11 teorema stabilito contiene, comié caso partlcolare, un risad-

)
L
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tato concernente le tue equazioni differenziali. Consideriamo 1'equa-

zione
dy

d?
2+ e &) o+ Aoy =0,

(13) dx?

e si supponga che in (a, b) i coefficienti p(x), ¢(x) siano a delivata
prima continua, e inoltre g(x) ammetta derivata seconda e sia inva-

riabile di segno.
Ad essa si pud sostitnire il sistema

(14)

U
’ il;: - AN
’\ qlxyy + ple)z =0,

che & della forma (5), e per il guale gli invdrianti sono

J1=2p" + p*—4gq,

(15) . qy q\° '
”:2<p—fi)+ < _d,) —43(1 x
Prendiamo un’altra qualsiasi equazione differenziale del tipo (13)
'y ay
(16) ‘d + Pla) 7 + Q)Y =0,
eiquivalente al sistema
ay
‘ dx —74=0.
(17)
az

T Qx)Y + Px)Z

+ per il quale gli invarianti I,, I, hanno le espressioni
1, =2P" + P*-— 40,
AR P4 P Lo
9 . I I —
Iz;-<P + [P 0 4{Q olP @

o)

8i ha il seguente risultato, contenuto nel teorema che ho enun-

ciato: Se nell intervallo chiuso (a, b) valgono le disuguaglionze
) Ix <jn 'Iz <j25 ‘ ‘

e se y(x) & una soluzione dell’ equazione {13) la quale, unitamente
alla derivata primae y'(x), ammetle a, b come zeri consecutivi, al-
lora ogni altra soluzione Y(x) dell equazione (16), e la rispettiva
derivata prima Y'(x), devono annullarsi almeno una volta nell in-
tervallo (a, b). . . . . . . L L L oo oo e e e



