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PICCOLE NOTE 71

Su algoritmi infiniti generati da certe equaziomi ricorrenti.

Nota di L. ONoFRI ¢ di A. MAMBRIANT (a Bologna).

Sunto. - 8Si studiano due algoritmi infiniti gemerati da certe equazioni
" ricorrenti. Fra Valtro, si dammo le condizioni necessarie e sufficienti per
la convergemza di tali algoritmi. Va notato che il metodo seguito é
applicabile allo studio di svariatissimi altri tipi di algoritmi infiniti.

Nel fascicoio precedente di questo « Bollettino» (1) & stato chiesto
di ricercare se, e sotto quali condizioni, una equazione
xt +x=)> (A reale)

ha I'unica radice reale rappresentabile mediante Palgoritmo infinito

3 3
1 —
“ | Vi Vi

(attribuendo ai radicali significato reale).
Manifestamente, I’algoritmo (1) pub pensalsl generato dalla
equazione ricorrente

O+ =h =—1,—2,.) ()

purch® si supponga uguale a zero il valore iniziale ¢,. Invero,
con' tale valore iniziale, ¢_,, ¢_,, ¢_;,... -diventano le successive
ridotte di (1).

L’ algoritmo cons1derato appare quindi come un easo partico-
lare dell’ algoritmo generato da una equamone ricorrente del tipo

~

@ LG ey, =),

dove: » & un intero positivo, dispari e maggiore di 1 (})); X & un
numero reale qualsiasi; v & variabile nel campo dei numeri in-
teri da — oo a +- oo,

La successione

3) . ey Cgy €y Cpy Gy Cayoweny

soluzione dell’equazione ricorrente (2), risulta univocamente deter-
minata, in virtia della (2), fissando il valore di uno qualunque dei

() Vol. XTIV (1935), pp. 46-47. Domanda formula.ta. dall’ing. CASIM!R()
CorseTra (di Milano).

() Per ragioni che- saranno comprese pm ava.ntx, a.bbi'tﬂ;lo preferlto
usare gli indici negativi in luogo dei consueti pomtiw

(%) 8i & assunto % dispari con lo scopgﬂ,,dl assicurare 'I’ unicitd dei ri-
sultati nelle successive estrazioni di radici n-esime.
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suoi elementi. Converremo di assumere ¢, come elemento indivi-
duante la (3), ed esprimeremb cid attribuendo a ¢, il nome di
valore iniziale della (3). I successivi elementi di (3) hanno, allora
le seguenti espressioni dipendenti da c,:

co; ) ' o
n o »
0—1=V)\——co, : a=»Xr—c,,
Vi %z ==’
ey=Vri—Vi—¢,, = e =r—0—c}),

o i w____
c;,t\/fo‘x—{‘/i~c0, c,—_—x_[x_(x—c;‘)"]”;

La presente tabella mette in evidenza che I algoritmo generale
considerato ¢ da ritenersi composto di due algoritmi parziali, arii-

meticamente distinti:
1%) 1’ algoritmo di ridotte successive

4 Coy €1y Cgy Cgyeeey

che chiameremo brevemente algoritmo delle radici.
20) L’ algoritmo di ridotte successive

9) Cos Cyy Gy Cgoumey
che chiameremo brevemente algoritmo delle potenze.

Si constata subito che se uno di questi due algoritmi & conver-
gente; il valore dell’ algoritmo & la radice reale dell equazione

{6) a4 x=X

In questa Nota facciamo uno studio(sistematico dei nominati
algoritmi, stabilendo, fra Y altro, le condizioni negessarie e suffi-
cienti per la loro convergenza. Tali condizioni asseriscono, in par-
ticolare, che scegliendo c, in un conveniente intervallo (determinato
in corrispondenza di n e di 3), I algoritmo delle radici o I algoritmo

_delle potenze risulta verto convergente. Ne consegue, poi, la risposta

alla speciale domanda citata in ‘principio, e ciod: il particolare
algoritmo delle. radici dato da ( 1) & convergente soltanto qmmdo
risulti A =0 oppure |} | > 1. - .

Vogllamo poi ‘rilevare che il metodo segulto nella presente
Nota da un indirizzo non trascarabile allo studio di svariatissimi
altri tipi di algoritmi infiniti, come ci proponiamo di mostrare
in successivi lavori.
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1. Osservazioni sulla successione ricorrente (3).
luzione dell’equazione ricorrente (2) & data manifestamente da
=& (v=u, —2, —1, 0,1, 2,.), dove x, & la radice reale del-
I’ equazione algebrica (6).

- Osserviamo “ancora che ciascuna delle tre successioni
B 1 -

- (G —Cily 1G4y —C, L, (@ —C, ]

ha i suoi elementi o tutti nulli o tutti non nulli, ¢ nella seconda
eventualita tali elementi sono alternativamente pos1t1v1 e negativi.
Invero, dalle (2) e (6) segue:

n no___ (] no__ i ) N
Oty — € = —(Cpps—Cyp)y C1g— € = — (Cyrs — €y
" n__
xo — ¢, =— (“’o - cv+l)7
e cid dimostrn 1’ asserto.
Nell’ipotesi che i ¢, non. comcldano tutti con x,, si pud dunque
affermare:

Sulla retta rappresentativa dei numeri reah, il numero x, se-
para gli elementi della successione

") o wey C_yy Cogy €y Cyy Cyyene
da quelli della successione
8 vy Cogy Cgy Coyy €y _Cgy Gy

Queste due successioni o sono contemporaneamente costanti o una &
crescente e Ualtra & decrescente. Esistono quindi sempre 4 hmm
{finiti o infiniti) delle successioni

Cy, Cgy Coyy Cgyeu,

Cy» Cys Cys €5 seey

€y €_gy Cogy Coyyumns
Cis  Chy iy G5 yeus

e se tali limiti sono, rispettivamente, %y By ¥y, By 8é ha:

9 o YP=2y<<B <,
oppure :
(10) o <<w, <o, <8,

se & ¢, < X,; se, invece, & ¢, > Xx,, 8i ha:

9 ~ L << BS%
oppure :
10) ’ fhh=uy<a, < °‘o =< Bo
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Nell'ipotesi che x,, &, (oppute «,, B)) siano finiti; se nella (2),

posto v ==2u, si passa al limite per w— — oo i -ottiene
n Y
7.0 -+ %y = A,

se, invece, si passa al limite per w— -+ o0 si ottiene

-

"
{. 4o — .
8, + B =2;
analogamente. posto v ==2u + 1, risulta
" N wh 3
b rg=h B +B=A

Si ha quindi che le coppie di numeri (%, ), (8. %)) danno due
soluzioni (reali) del sistema

(11) g 2 y=

x e yt=2>
2. Sulle soluzieni reali del sistema (11). — Per lo studio
del comportamento asintotico della successione ricorrente (3) im-
porta. anzitutto, stabilire il numero e 1a collocazione relativa delle
soluzioni reali del sistema (11).

Supponiamo, per semplicith di ragionamento, »=>0, dato che
si passa al caso » <0 col solo cambiamento di segno alle varia-
bili x, y del sistema (11). ’

Eliminando la g dal sistema (11) si ottiene

(12) fle) = (x" — a—x+ A =0,

equazione avente tante radici reali quante sono le soluzioni reali
di (11).

1no zero reale di flx) @, intanto, la radice reale (positiva) a,
di (6): inoltre, se gli zeri reali e distinti di f(x) sono, in ordine
di grandezza crescente,

oy T, < @y 8y <y T,

«i ha che le soluzioni reali e distinte del sistema (11) sono le
seguenti:

2 e = — e pe— .
(13) X=Xy, Y= X4 x—‘xny—sn LX==WLyy Y == 355 o

e quelle altre che si ottengono da queste scambiando i valori
di w e di 4. Ne segue che f(x) ha tanti zeri reali minori di x,
yuanti ne ha maggiori di x,. Si stabilisce, poi, facilmente che gli

. n -
zovi veali di flx) appartengono tutti all’intervallo — l=ax<<Vh+ 1l
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Per giungere a conclusioni plu precise, in dipendenza del va,lore
di ), formiamo le derivate:

[/() = nraHah — AP—L — 1 = g+ — a1,
f(@) = (0 — e =4 — =3 + " —)).

'

Calcoliamo la f’(m) negli zeri di f"(x):

W o= -1, f(\/

) ,nn+i w1
= AoBo g
ni—1 Et
(n 1) »

La condizione

. .y
(15) 4V@+J<o

si muta, rispettivamente nei tre casi, nell’altra: .

(16) ASEn+1
> "
' pi

)

dove 11 ‘secondo membro, & minore di uno. La (16) equlvale ‘mche
alla seguente: ‘ :

) f(e) = n’af“ 1=0.

e

1° caso: Sia i <

. Segue da (14) che f{m) h@ tre soli zeri

nn-—l
reali, tutti semplici; precisamente, lo zero ; positivo xo << 1, tno
zero negatlvo %> —1, e uno zero positivo El > x,.
n+1
2° caso: Sla A= Sl ha che gli zeri reali e distinti di
nn—l : '

\ : ’
f(x) sono tre; preclsamente, 1o zero tnplo Xy = 1 Vn, e altri due
zeri semplici, x, e E,, nelle stesse condizioni del caso precedente '

3° caso: Sia A > . Allora f(a:) presenta due. eventuallta.:

nn—-l

o ha cmque zeri reali x,, :c,, Xy &y & con @y <@, <2y <y <§,,
o ha il solo zero reale %,. Precisamente, -esiste, un certo X', _con

‘ 7
1<¥ < \/2 tale che per A <<)\' si presenta la prima eventualitk:
mentre per A>>1) si presenta’ la seconda eventualith. Di pit; si
ha che per A <<1 & x, >0, a:,<0 ‘e. quindi, £ <§y; per )\—‘1 &
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=1, 5 >1; per 1<A <} @ —l<x, <2 <0;
per h=X @& —1<ux,=2a, <0

3. Casi in cui gli algoritmi delle radici e delle potenze somo
convergenti, — Consideriamo due coppie di numeri

S

z 4
@, 5) @0y Si)
cosit definite: o esse sono due soluzioni del sistema (11), scritte
consecutivamente in (13); oppure. (x,, %) & D'ultima delle solu-
zioni (13) ed & x,,, = — 0o, §.,, = + oc. Sard allora: ’
» »
Xypgy << Xy =3, TSy
Scegliamo dapprima il valore iniziale ¢, della successione ri-
corrente (3) nell’intervallo aperto «,,, <z <x,. Si trova subito
che anche tutte le c,, appartengono a tale intervallo aperto, mentre
le ¢,,,, appartengono all’intervallo aperto I, — x < fpre In virth
delle osservazioni del n.° 1. abbiamo:
se risulta ¢, > ¢,, &

4 -
Ly = %» X, =Bg, =B S =45

se risulta ¢, < ¢y, &

z z —
xr+l - -B()ﬂ wa- = %gy S5 — %y Sp1 — (ﬁl .
Fatto poi ¢, —=,, si ha
( 77
z — — .
Cy, =22, == %y == {50, Copqy =5, = %y = .61 :

fatto, invece, ¢, = ®,4,, si ha
.
Cyy =Xy =% = Byy  Copi1 = Spp1 =4 = By

Si capisce, poi, come debbano modificarsi le ‘asserzioni prece-
denti quando si scelga il valore ¢, nell’intervallo I g

Pertanto, sara x, =, (cio¢ convergera 1’ algoritmo delle radici)
oppure sard §, =5, (ciod convergerd I’algoritmo delle potenze) sol-
tanto quando si abbia x, =% =x, e si scelga ¢, nell’ intervallo
aperto di estremi w,,, =, %, +1=%;. Tale intervallo aperto:

{(18) 2, <X <3

¢. manifestamente, il massimo intorno dello zero x, della f{x) non
contenente alcun altro zero di questa funzione.

Resta ancora da decidere quando, mnelle condizioni ora dette,
converge 1'algoritmo delle radici o quello delle potenze. A tale
scopo osserviamo che si ha:

fley _—_(c: — )\)n—-— C+ A= ‘ A —.()\ —c:)”$ "‘ Cos



ossia
fle) =¢, — ¢ ;

onde sard c,%co a seconda che si avrd ordinatamente negli stessi

casi f( co) =0.

Da 016 dalle osservazioni precedent1 di questo n.° e dallo studio

fatto sulla f(x), discende che, scelto ¢, nell’ intervallo aperto
" on

X, <w<axy, si ha ¢, ¢, se & A<+ 1):n""!, si ha ¢, <g¢,

n .
se & k> (n-+1):n"!, scelto invece ¢, nell intervallo aperto
x, <<z <<%, si hanno fra ¢, e c,, ordinatamente nei due casi, le
- disnguaglianze inverse. Infine, per ¢,—=x,, si ha ¢, —_—_—xo, in virth .
delle osservazioni fatte in principio del n.° 1.

Riassumendo, e tenendo conto dell’ osservazione fatta al n.° 2
cirea il segno di 2, possiamo concludere :

I due algoritmi delle radici e delle potenze somo comtemporanea-
mente convergenti, comunque sia A, sollanto qu(mdo sia c,— x,.
Se ¢ ¢, x,, allora :

L’ algoritmo delle radici converge soltanto qmmdo sia

n

[A] > (1 + 1); n*—1

e inoltre quando c, appdrtenga all intervallo (18).
L’ algoritmo delle potenze converge soltanto quando sia

n

<+ 1) et

e inoltre quando c, appartenga all intervallo (18).
Ciascuno di questi algoritmi, quando converge, ha per valore x,.

4. Norme per 1’use dei due algoritmi. Il easo ¢,=0. — Come
si & asserito al n.° precedente, per la convergenza di uno dei due
algoritmi, delle radici o delle potenze, d necessario scegliere c, nel-
I’intervallo (18). Ora, poiche tale intervallo non & generalmente
noto a priori, torna utile conoscere un valore (appartenente a questo
intervallo) da potersi attribuire sempre a ¢,. Dallo studio fatto al °

. n, e
1n.° 2, risulta che un simile valore & '\/)\:(n-}—l); oppure anche

#nh; (n + 1), come segue dall’osservare che per ¢, = {‘/)\ n+ 1) si
ha ¢, =#ni:(n + 1). '

Escluso il caso di ¢,=,, privo d’interesse poich& le ridotte c, del
due algoritmi. sono costantemente uguali a x,, possiasfio notare che
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gli estremi dell’ intervallo (18) si possono determinare coll’ appross
simazione che si vuole, a mezzo delle ridotte di quello dei due
algoritmi che non & convergente. Le ridotte dell’altro algoritmo,
che & convergente verso il valore x,, danlio, a seconda della pa-
rita dei loro indici, valori approssimati per eccesso e per difetto
di @y, -

Possiamo fare un’ultima osservazione. Dal n.° 2 discende che il

punto x=0 appartiene all’intervallo (18) sempre e solo quando six
n

[x1>>1 oppure ;x|<<(n + 1):n""!. Ne segue che, scelto c,=0,

il corrispondente algoritmo delle radici — che per #—=3 si riduce

all’ algoritmo (1) — convergera soltanto per =0 e per JA]>1;

mentre il corrispondente algoritmo delle potenze convergera sol-
n

tanto per |A| <<(n + 1):%”71. Ad esempio, &=

Ve Vetas
2——\/2—{/2'—:::1 (n > 1 e dispari),
Vo Ve i— s )] =t
1_0—V10_V10—..._2, g—%g—s—... =3.




