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78 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Alcune superficie di Guichard e loro trasformazione
in superficie I,

Nota di R. CaLAPSO (2 Messina).

Sunto. - In questa nota si trasforma (in termind finiti) il sistema di equa-
zioni velativo alle superficie N di GUICHARD in quello relativo ai deter-
minanti ortogonali di GUICHARD del 5° ordine.

Poscia si esplicita il passaggio (dai detti determinanti) in reti O
isoterme di uno spazio euclideo S, e quindi, temendo conto di quanto
I autore ha gia stabilito sulla deformazione proiettiva, si- ricava una
classe di superficie R.

La classe di superficie, da cui noi pigliamo le mosse nel pre-
sente lavoro, & quella introdotta 'da. C. GUIcHARD in una Nota
pubblicata nei « Comptes Rendus de I’ Académie de Sciences » (1)

(") C. Guicnarp, Sur les surfaces isothermigues. (< Comptes Rendus »,
vol. 130, pag. 159).
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~ In questa nota I’ Autore definisce la generica superficie N della
classe mediante la seguente propriety caratteristica :

« Il existe une surface N’, ayant méme image sphérique de ses
lignes de courbure que la surface N et telle que 8i r, et r, sont
les rayons de courbure prin-ipaux de N, r,’ et r," les rayons corres-
pondants de N’, on ait:

7, + 7,1, = cost

la constante n’étant pas nulle ».

Le superficie N di GuicHARD furono oggetto di particolare
" studio da parte del mio caro, indimenticabile babbo in una.me-
moria pubblicata agli « Annali di Matematica » nel 1905.

A questa memoria () rimandiamo il lettore per le notazioni
qui adoperate e per alcuni risultati di cui ¢i serviamo. :

In una prima parte del presente lavoro & effettuata una tragfor-
mazione delle superficie N di GUICHARD in reti 0, di uno spazm
ellittico a quattro dimensioni, a curvatura media isotropa co-
stante (3) e quindi — come dimostriamo — necessariamente iso-
terme.

Poscia viene esplicifato il passaggio, da queste reti, in reti O
isoterme di uno spazio euclideo a quattro dimensioni (%), e questa
esplicitazione permette di dedurre (dalla rete O dell’S, euclideo)
la corrispondente superficie R, a norma di quanto abbiamo stabi-
lito- nella nostra nota sulla deformazione proiettiva ®).

‘Bicche : dalla classe delle superficie N di Guichard si deduce,
mediante il procedimento ora esposto, una classe di superficie R.

() P. CaLApso, Alcune superficie di Guichard e le relative trasforma-
zioni. (<« Annali di Matematica », 1905, serie III, tomo XI, pag. 201 e
seguenti).

(®) La nozione di curvatura isotropa di una rete 0 é stata mtrodotta
dal mio babbo nella Memoria: Intorno alle congruenze retlilinee sulle cui -
focali si corrispondono le linee di cuwrvatura. (< Annali di Matematica »,
serie IV, tomo VIII, 1930-31).

(*) Cfr. P. CaLaPso, Sulle trasformazioni dei sistemi di linee comugate ed -
ortogonali nello spagio S,. « Annali di Matematica », serie III, tomo XXX,
anno 1921, pag. 119 e seg.). ’

Per le formole relative alle reti 0 vedi: C. GurcHARD, Sur les systémes
orthogonaux, etc. (< Annales de 1'Ecole Normale Sup. », 1897-98, 1908);
R. CavLapso, Intorno alle reti e congruenze cicliche in wno spaaw ellittico
a tre dimensioni. (<« Rend. del Circolo Matem. di Palermo », této LI, 1927).

(®) R. Caraprso, Riduzione della deformagione procettwa delle super-
ficie B alla trasformazione C,, delle supegficie isoterme. (« Rend. Lincei »,
1928, serie 6%, vol. VII). -
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e

11 risultato finale & particolarmente espressivo. Le superficie N
di GuicHARD dipendono dal sistema [loe. cit. (%]

oH __( f:oshe)a_i' aH _(’ senhO)ﬁ

T senh6) 2’ a0\ Cosh o
5% 2% th 6 % torh % 1 a0 o
] aut T ppr T OOMY S .~,+g 6'1)2_senh“}iﬁa_z‘l,_4~
1 96 &
SAdLal 90 5 voch?
* cosh®h o am " senh 9 cosh 4 + H cosh 0 -+

-+- Hsenh? 6 + H?senh 6 cosh 6 =0 ;

ponendo allora

] L]
2 S S —f —
@) B i P=ig
si ottengomo gl invarianti proiettivi di wuna superficie R riferite
alle asintotiche (°).

§ 1. Relazioni tra le superficie ¥ di Guichard ed i determi-
nantl ortogonali del quinte ordine. — Ripigliamo il sistema (1)
da cui dipende la determinazione delle superficie N di GUICHARD
e del quale & conseguenza differenziale la seguente equazione:

0% % 9 cosh 6 26 9% senh 6 56 2

(3) owop — mwdv | senh0dvaw T cosh 6 u v’

ed introduciamo le seguenti funzioni ausiliarie :

1 (gﬁ_)* senh 6 ('aE )2 2 3%

Ay — Ty —= —

senh § cosh?®9 \go senh 6 st +
2 968  2cosh6ab 8
=TT - —_ — — 2
" + Cosh6avav  sen®0 ou du —2cosh b:(1—H) —senh 6.(1—H
+)
. b — 1 (# )? cosh 6 (BE T2 %
"—23—‘_cosh0( " senh?t \ou) " cosh 6 a0t

2 9 2 senh 6 96 %
. 2 paii _ . = £
senh 6 9 o1t coshZb av av —2senh §-(1 —H)—cosh f-(1—H

Tenendo conto delle (1) e (3), si verifica col calcolo la relazione

0 . 29 .
) . B (@, — dag) = EY (bz""‘ ibs) ;

¢ 1 detti invarianti nel loc. cit. (®) sono da noi indicati con b e p.
('onfronta anche con FusiNi e CEcH, Geometma proiettiva dzﬁ’erenzmle,
pag. 94.
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similmente
. 0
(6) a(b "ba) 6‘ (as m,),

ed inoltre si ha identicamente :

2% . 9%

1 . . 1 : g . . ‘26
(7)) 5coshb.(a, — wa‘\)\ + 5 senh 0. (b, —ib,) Rakdiealr S v = 0.

Dopo di cid, se introduciamo le nuove ausiliarie

®) \ a=e’; b=¢,
( @, + ia, =senh §; b, + ib, = cosh 6,
risulta A
ba, 09 ab __
©) w " T au
2% 2%
oz * 502 + b, + asb, + azb, =0,

o0
. v
minante ortogonale a cinque linee, di GUICHARD ().

o0 ‘
e quindi le a,, b, p=—, q=;, sono gli elementi di un deter-

§ 2. Passaggio allo spazio euclideo a quatiro dimenﬂwnl. —
Adoperiamo per il suddetto determinante ortogonale di quinto or-
dine la consueta notazione, ciod :

X, Lyg o v o v v v v 5

o, Lgg o v v 0o e e X, i
(10) 1 %5 Xgo o0 o v ot e By |5

5 B el B3

N Mg o v v v vn i g

sussistono allora le equazioni [GUICHARD, loc. ¢it. (4)]

a’:r:akir; a—;’:b,}nré\
B ‘ : ' S i3
(11) ai:_{llx}f—a!xzr—asxar_pnr; ‘é—vz:qn';
o, . o - ‘ S v »
5;‘1 =15, ; 'a?r = blaalr — b, — by, — G, .
Assunti — p. es. — gli elementl della prima rxgg. @i ml,... w,s)‘_,

come coordinate di WEIERSTRASS di punto in uno spamo elllttlco a

u Y
1
-

() Cfr. GUICHARD,']OC. cit. -(4).
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quattro dimensioni. si deduce una rete O del detto spazio; mentre

ponendo
\ x BT T S
17 2 s ’
(12) ) Lyy + Wy Lyg + Wy
. x5 i
x3:-—*~“—— :134:———.;
Xy = W2, L,y + W05

si ottiene una nuova rete O di un S; euclideo f[efr. P. CaLaPso,

loe. cit. (%)}

Qui interessa esplicitare gquesto passaggio.
Denotiamo, allo scopo, con gli accenti gli elementi del deter-
minante ortogonale (di gquarto ordine) — analogo a (10) — relativo

alla rete O dell’ S, eunclideo, ed

osserviamo le relazioni:

’ ’
X, — XXy . L4
Lgi = po P Ly Wy =
4 4
’ ’ !
. X, — X, x
(13) e T AT P PV - B
j 3 == 3 Pay 35 — 5
x{ wl
€ e 1
&y == =} X Wy — =3
1 ix,’ " 15 ix,’
2 ’ z’
L1 Tt PR T
(14) ) == x, oo x,’
A ’ ’ ’
LNy — Lyt . Ty
'mz—'—‘——i-'; Ny 4 g = —
&y Xy

Si deducono allora gli elementi della rete O dell’ S, euclideo

sotto la forma:

h/ - al . lr _ . bl .
Ty, iy X, -+ g’
< &Lyy + 1T : Xqy + 10y,
(15) al':a,————&——.—zé b =D, —M - Bp
&Ly + Wy Lyy 2y,
a o a wﬂl + ixss . b o b x34 —+ ”xss
s — W™ : 1 s — Y3 T : 1
Ly + 1y Ly + 12y
donde
. . Xy, + Gibyy —+ U2, + Gy5)
a, + ity = ay + i, — 2y
Xy, 12,
. . XLy, -+ TXgy + 5, + 155)
b, + iby = b, + b, — = B b,
: Lyt Wy
§ 3. Passaggio alle superficie K. — Le formole ora scritte

sono valevoli pel passaggio da una rete O dello spazio ellittico a
quattro dimensioni (del tutto generale) alla corrispondente rete O
dell’ S, euclideo.
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Ma veniamo al caso che interessa !’ attuale ricerca.

Per le (8), 1a rete O dell’ S, euclideo risulta — nel nostro caso —
isoterma e di conseguenza possiamo da questa dedurre la corrispon- -
dente superficie R dell’S, euclideo, secondo il metodo da noi espli-
citato nella nota della deformazione prmettlva [loc. clt (5)]

GI’ invarignti pr01ett1v1 della R sono (loc. cit.):

B=i a_u log [(@," + da,’) — (b, + ib,')] =

=i :a— log [(a, + ia;) — (b, +- iby)] =

—@—log [—e],
1¢ analoga espressione per P) ciod:
o0 ]
B=—its B=ig.

Sard oggetto di un prossimo lavoro la caratterizzazione iolla
rete O, dello spazio ellittico, introdotta al § 2, secordo quanto.
abbiamo annunziato nella prefazione.



