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PICCOLE NOTE ' ‘ 87

La somma delle potenze di qual grado dei primi » numeri
interi in funzione di quella delle loro prime potenze.

Nota di Exrico Duecct (a Napoli). -

Sunto. - Se sm indica la somma 1m - 2m . 3m 4 ., 4 nin essendo m in-
tero-positivo, si fa vedere che con r >0 abbiamo le formule

89, = se(pl(r)slr—l +p2(7')s"‘—2 + e _',_pr(r))
Sppiy = sﬁ{q‘(r)s‘r—l &+ qg(r)s"r—E [ P qr(r))

e si determinano i coefficienti p' e q*.

1. Nel vol. XXXTIT (1° della 2? serie) anno 1894 del « Giornale-
di Battaglini » io dimostro che, se s, rappresenta la somma
2" 4= (X 4y 4 (2= 2y 4 [ (e — Ly
con i intero-positivo anche nullo, risulta la relazione

0s,, . .
o, — Y8, +C

(1) on

m?

dove la c,, costante rispetto ad »#, & un polinomio omogeneo di
grado m nelle variabili x, y definito con ¢, =1 dalla

(2' C/n - m}cm—ld‘” -+ km/l m,’
essendo k, la classica costante bernoulliana determinata!cosi
1
k,=1, kl:—é, kyppy =0 ~eon ¥ > 0.

1

2™ i+ 1 1

¥ ("5 ) =gm—1

1

con m pari ed in particolare

1 1 1 1
h=g h=—g5 h=p h=—3p
5 691
kmzﬁ—g, ku:-—2—730_

. - “?ﬂ‘
Dalla (1), poiche s; & divisibile per n, si deduce la formula

Sm = myfsm“ldn -+ cm”’
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¢ reiterando 1’ applicazione della (2) a partire da m =1, col trascu-
rare perché nulli i termini contenenti %k coll’indice dispari ad
eccezione di quello che contiene k,, si ha

1 m ,
¢, = —gma""ly + Zr (2r> kg 2yt

in cui r assume tutti i valori interi da 0 ad zm per m pari e

1
da 0 ad é(m——— 1) per m dispari.

Notiamo peraltro che, percorrendo la # la serie dei numeri na-
turali ed essendo percid una variabile discontinua, coi simboli
s . . Lo . R .
—a—n‘i‘ ed fsm_ldn non intendiamo punto indicare i concetti di deri-
vala ed imtegrale, ma soltanto il complesso delle operazioni pra-
tiche che si debbono eseguire per ottenere la derivata della fun-
zione s,(n) o 1'integrale del differenziale s, (n)-dn nell’ipotesi

sia n variabile confinua,

2. Facciamo adesso un’applicazione della formula (1): Per il
caso particolare in cui =y —1, quando cioé s, rappresenta la
somma 1" 4 2% 4 83" 4 ., + n™, nell’ Bdiz. 5* del Formulario del
Peano, alle pagine 122 e 123 si leggono queste dieci formule:

1 1 L
\sgzén(n—e-l)(‘m-e—l):s,-l \84:582(681—1)
L. 2 2 ' 1.
33:4n(n+1)‘:s, -1 ,35:33;(43,——1)
1 ’ 1 s . .
‘ = 7 8,(128,° — 68, + 1) ‘ =15 s,{493, — 40s,2 + 18s, — 3)
1 ] 1, _
s, =58,%6s, 45, +1) [ 8, =5s%16s, — 205+ 125, —3)

1
s $10 = 75 52(485, — 805, + 688,° — 305, + 5)
' Sy = ; 8,%(16s,* — 32s,? +’34312 — 2\031 -+ B).

Bsse ci dicono che s, quando m & pari, pud esprimersi me-
diante il prodotto di s, per una funzione intera di s, di grado

5(m —2) e, quando & dispari, mediante una funzione intera di s,

di grado %('m + 1) e divisibile per s,®. Tanto la funzione che mol-



3)

4
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tiplica s, nel primo caso, quanto quella che moltiplica s,* nel se-
condo & un polinomio completo i cui termini, ordinati secondo le
potenze decrescenti di s,, sono alternativamente positivi e nega-
tivi. Pertanto, se r=1, 2, 3,..., abbiamo

. \ 8y, = sz(p)(r)s]r-—l +p2(r)slr—2 4 pr(”)
— a2 —1 —2 e
) 8y,40 = 8,508, + 4,78, + .. +q,”" )

essendo le funzioni di r, p e ¢ alternativamente positive e ne-
gative. e legate dalle relazioni '
me . pz‘(r) &+ . +pr(r) —_1= ql(r) + qz(‘l‘) S e Qrm’

che si ottengono facendo nelle (3) n —=1.
Se deriviamo rapporte ad » i membri della seconda delle (3)
e teniamo presente la formula (1), sapendosi che quando x=—y ab-

ds 2n -+ 1
biamo ¢,,.,, =0 con >0 ed osservando che aﬁ- =5 risulta
, 2n + 1 :
(21 + 1)s,, = —5— [(r + g, s, + 78" 4w + 29,7,

la quale, sostituito ad s, il valore dato dalla prima delle (3),

o ochi 2 20+ 1
giacché s, =g-—

8,, diviene

. “. 4 1)(1}0')817‘—1 + ,rqz(r)sli-—‘2 4 - QQ}M —_—
__2 2~ 1 n (Mg r—1 g (rlg =2 . [€D)
__3( r + 1)(p,"s, -+ P8 = p, )

« Da questa, se eguagliamo fra loro i coefficienti delle stesse
potenze della variabile s, emergono le relazioni

9 Dy 2 Dy 4. 2 e,
) — é 2 _1, L) " — =, 2_’.. * 1 (e} o — =, =r -+ .,1 .
¢, "=z g, = P g, = P
N 3 r414 0 2 3 7 L 3 2 v

che ci permettono di ealcolave le ¢ quando sono note le p'~ e
viceversa. : '

Adunngue sari risolto il problema della determinazione delle p*”
¢ delle ¢ se sapremo esprimere le une o le altre in funzione di +,
o se sapremo dedurre le p@ dalle ¢=P. Fd ora spieghiamo come
si pud raggiungere quest’ ultimo scopo. '

3. La prima delle (3) pud sceriversi

2n -+ 1 v
. y " . 2y (Prgr—1 ()
8= g (0,78, P8 T A 4 178
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dalla quale, se deriviamo rapporto ad » i due membri, in virth
della (1), sapendo che quando x =y =1 & ¢, =k,,., si trae
(Zn + 1) : e r :
2re8,, 0+ ky, = g P8 - (r—1p, s 2 v =] -
2
+ g (P78 + P87 o L p 8,

vale a dire

120(, 708" + ¢, V8 - 08, - bk, =
= {88, + L)[rp, "8 4 (»r — 1)p, g, "2 4 ... + p, +
+48,(p, 8,7 4+ p I8 L p ) =
=42r + 1)p, " 8, + [rp,” + 42r — 1)py 7). 8, +
+ [(r — 1), + 42— Bp, 0] 8,72 4
+[(r — 2)py” + 42 — Bp, ] 5,73 -

B -+

Eguagliando fra loro i coefficienti delle stesse potenze di s,,
che compariscono nel terzo membro e nel primo, otteniamo le
relazioni

H2r -+ 1)p = 12p . g, D

D, + 42r — 1)p, = 12r. "

“' — 1)1)2(7') - 4(2’- - 3)p3(1') — 12,). . q,(f‘—l)
(#—2)ps? « 42r — B)p, " = 125 . ¢,V

ossia

+

\ pr=s 2+ 1 O, P = — 36k, »,"” = bk,,,

_) 4(29' . 1'})2(” — 12,4 . qz(f'—l) - rz_"(»-)
B .

420 — B = 120 - 07V — (1 — 1)p, P

’ 4(2,, o ;'))I)‘(r) — 12,)- . q4(1'—l) —_ (T —_ 2”}3(")

4. Come esercizio, sapendo dal n. 2 che

16 32 . 34 . 20 -
S = 3 ¢, = — T ¢ =5, q‘(o) =g (15(5':::},




PICCOLE NOTE 91

691 : ' )
e dal n. 1 che kn:“oﬂ‘ﬁ’ si possono calcolare prima le p® e

e poi le ¢, Facendo r =6 si ottiene dalle (5):

240 328 1888

91’

T P4

X 96
I'lm) — 13° pz(G) — ___‘_.1_:;_, ps(G) — i ,

(6) — 4146 n (8) -—-v §9|.
Py™ = ppp 0 Pe = g5

e yuindi dalle (4):

w2139 213/ 240\ . 2 13 328
"Eyom T =36\ TE@) 4T3 313
2 13/ 1888 2 13 4146 2 18/ 691
4O === ) 00 = 10 =5 5 Pty
! 31 91 ) b 3°'83" 45 1 T3 3\ 7 4m5)
e pereid
I 80 . 656 944
T = i 9. =73 93 =795 G4 =gy
2764 691

¢, = 505 46 = — 105"

Cosl quando r =6 le (3) divengono

‘ 81y = 455 8,(3360s,> — 8400s,* + 114803,® — 9440s,® - 414631 — 691)
,' 8, = —0, 8,%(9608,° — 2800s,* -+ 4592s,® — 4720s,* + 2764s, — 691),

5. Chindiamo coll’invitare il lettore a dimostrare per le p

gueste tre relazioni

27'—‘1 pl(r) p;(r) pr(r) 3
r+1 e T = ey )

2
(21* + k,, :§)

Ovl [\

,rpl(’r') -+ “. —_— 1)pz(r) -+ ... +pr($-)

e per le ¢ queste quattro -

2r

oy — . Tl (r) — Of2F"
"=, 82r + Dy, ¢, = 22F + ks,

(r) —
gy = —

1
,'.ql(») + ‘r — 1)qz(r) b eee A qr(r) — :§ (4,). —_ 1).



