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PICCOLE NOTE 87

La somma delle potenze di egual grado dei primi n numeri 
interi in funzione di quella delle loro prime potenze.

Nota di Enrico Ducei (a Napoli). .

Sunto. - Se sm indica la somma lm 2m -h3m ...-+- nm, essendo m in
tero-positivo, si fa vedere che con r > 0 abbiamo le formule

$2r — S2(p1(r)«1ì-“1 -+-p2(r)«ir"2 -+- - -+- Prr}}
«Jr + i = «42fai(r)«lr-1 “F q^)Slr-2 4 ... 4.

e si determinano i coefficienti p(r) e q(r).

1. Nel vol. XXXII (1° della 2a serie) anno 1894 del « Giornale 
di Battagliai » io dimostro che, se sm rappresenta la somma

x,u -+- (x -+- y},H -+- {x -t- 2y)m -+-... -4- [x -+- (n — 1 )y]ln

con ai intero-positivo anche nullo, risulta la relazione

U) ~ »»?/ • «,“-1 + C,„ ■

dove la cni, costante rispetto ad n, è un polinomio omogeneo di 
grado m nelle variabili x, y definito con c0 = 1 dalla

(2) c,„ = mjc^dx -4- kmyM,

essendo km la classica costante bernoulliana determinata così

fcoz=l, —kir+1 = 0 con r > 0.
i

k — - (m 1)2jr\ 2 r — M
1

con m pari ed in particolare

, 1 . _ £ . , __ 1
6’ —— Zo' ^”42’ — 305

£ 691
—66’ 18 “ 2730'

Dalla (1), poiché s , è divisibile per n, si deduce la formula

«». = my Sn-tdri ■+- cmn,
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e reiterando F applicazione della (2) a partire da m = l, col trascu
rare perchè nulli i termini contenenti k coll' indice dispari ad 
eccezione di quello che contiene kl7 si ha

c,„ — — 2 mx"‘ y ■+■ 2jr ^2r/ kirx"‘~'r,fr'

in cui r assume tutti i valori interi da 0 ad m per m pari e 

da 0 ad g (m — 1) per m dispari.

Notiamo peraltro che, percorrendo la n la serie dei numeri na
turali ed essendo perciò una variabile discontinua, coi simboli 
ds C

ed Is^^dn non intendiamo punto indicare i concetti di deri

vata ed integrale, ma soltanto il complesso delle operazioni pra
tiche che si debbono eseguire per ottenere la derivata della fun
zione 8,n(n) o l’integrale del differenziale s)ll^1{n)»dn nell’ipotesi 
sia n variabile continua.

2. Facciamo adesso un’ applicazione della formula (1) : Per il 
caso particolare in cui x —y = 1, quando cioè sllt rappresenta la 
somma lm 2m 4- 3™ 4- ... 4- nm, nell’Ediz. 5a del Formulario del 
Peano, alle pagine 122 e 123 si leggono queste dieci formule :

ì Sì = g«(» + l)(2n -+-1) — s,• 1 ( s4 = 5sì(6si — i)

I s3 = * n\n 4- l)2 = 8/ • 1 I Ss = g s/’(4s, — 1)

1 1
«„ = ? 8,(12«!5 — 68, -t- 1) s8 = s,(40s,3 — 408/4- 18«! — 3)

j s7 = I s/(6s,2 — 48, 4- 1, I «„ = 18/(168,3 — 208/ 4- 12«, — 3) 

ì s,„ — à 8,(488/ — 80«/ 4- 688/ — 308, 4- 5) 

I S„ = 18/(16«/ — 32«/ 4- 34«/ — 20«, 4- 5).

Esse ci dicono che sin, quando m è pari, può esprimersi me
diante il prodotto di Sz per una funzione intera di sì di grado

(m — 2) e, quando è dispari, mediante una funzione intera di sx 

di grado | (m 4- 1) e divisibile per Tanto la funzione che moi- 
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t i plica «z nel primo caso, quanto quella che moltiplica 8j2 nel se
condo è un polinomio completo i cui termini, ordinati secondo le 
potenze decrescenti di 8,, sono alternativamente positivi e nega
tivi. Pertanto, se r = 1, 2, 3,..., addiamo

ì S*r = 8ì(jPl<r>Sir”1 +P2r)8l'~2 ***■ — Prr)ì
(3) ' I 8tr+1 = -4- q^s/-2 4- ... + q,M),

essendo le funzioni di r, p(r) e q(r) alternativamente positive e ne
gative. e legate dalle relazioni

P1(V) + Pt"} + - Prr) = 1 = «1<r> + ■*" - ^(r)i

che si ottengono facendo nelle (3) n = 1.
Se deriviamo rapporto ad H i membri della seconda delle (3) 

e teniamo presente la formula (1), sapendosi che quando x = y ab- 
ài 2w 4-1 .

biamo ctr+1 = 0 con r>0 ed osservando che = risulta

(2r 4- l>S;r = s,[(r 4- 1)tz,4- rfc‘%-2 + - + .<->],

-

la quale, sostituito ad 8gr il valore dato dalla prima delle (3), 
2 2 H 4- 1 -,. .

giacche 82 = — s1? diviene

(r+lfe(,,)s1’' 1 4-FQì(r>81r '2-P-2gr(,) —
9

— 3 (2r 4- l)(p1(r)81r~1 4- Pi(r)«r’2 -n ... -+-K(r))-

* pa questa, se eguagliamo fra loro i coefficienti delle stesse 
potenze della variabile s15 emergono le relazioni

2 2r 4-1 2 2r 4 1 -+- 1

à ci |,ernicttoi><> ili ciilccliicc le i, qnniiilo .Cile nà li- 

viceversa.
Adunque sarà risolto il problema della determinazione delle p' 

e delle qM se sapremo esprimere le une 0 le altre in funzione di r, 
o se sapremo dedurre le pM dalle Ed ora spieghiamo come
si può raggiunger«* quest’ultimo scopo.

3. La prima dell«« (3) può scriversi

«r,=1 + -, Kr,«a. 
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dalla quale, se deriviamo rapporto ad n i due membri, in virtù 
della (1), sapendo che quando x = y=l è ctr = kir9 si trae

, (2n -+-!)%
* S'Jr 1 ^2r — q (r— 1 )Pìr)Slv~2 -4 ... f-^r09]

2
-+■ 3 (jPl(r)«i’* L ... -F

vale a dire

12r(q^~»8,- 4- g„(1 1>8,’ * + ... 4- &._,<—%*) 4- 6fc2). =
— (8»! + llrpl*”’«.”-* (»• — W’Sj’-2 4- ... 4- >/->] 4-
4- 4s1(Jp1<’’,Si’’—1 4- P^Si — 2 4- ... 4- =
= 4(2r 4- 4- s»-p+ 4<2r — l)p2">]. s.’-‘ 4-

4- [(r — l)p2<’'> 4- 4(2»- — 3)p3<'’] .3/-« 4-
4- [(r — 2)p3<’> 4- 4(2»- — 5>p/->] . s,’-’ 4- 

4- (2p)._,<’-> 4- 12p,.<’■’). 3, 4-pr<r>.

Eguagliando fra loro i coefficienti delle stesse potenze di sir 
che compariscono nel terzo membro e nel primo, otteniamo le 
relazioni

4(2»- 4- = 12r - g/’”1»
rp,<’> 4- 4(2»- — l)p2'”> — 12,- - q/’—»
<*’ — ì)4>-'" 4- 4(2»- — 3)p3<" — 12»- - q,1’-»
(»• — 2>pz ' » < 4(2»- — 5)pt(r> - 12»- - qi ,~1>

-P,— ><r> + 12prM = 0, prl’-> =; 6L2,., 
ossia

1 P.'r> = 3-2r '-1 2>r_i<r’ = -36fcS)„ pr<>-> = 6*,r>

(5) ’ 4(2»- - 12»- -
, 4(2»- — 3)i»,'"> = 12» - — (»- — 1)p/4
I 4(2»- — > — 12»-. — (»• — 2)p,<,'>

4. Eome esercizio, sapendo dal n. 2 che

71’” = 34 (n 20 . 5
3-, ?/■” = - 3» ft<#’ = 3»

10 325/ cs- —__rr r »3 • 72 — 3 , <h
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e dal il. 1 che kti = — 973'0 ’ Possono calcolare prima le p(Qy e 

e poi le q(,ì>. Facendo r = 6 si ottiene dalle (5) :

Pi'e) =
96

= 13’ A'
<«) — _ „ <«> — 3Ì§ n <«’ —

— 13 5 Pi — 13 , Pt —
1888
91 ’

A(6)
4146
455 ’

<w 691
=-455

e «piindi dalle (4) :

<«) - 13 96 «. 2 13 ( 240\ <« 2 13 328
A “3 7 13' a* —3 « . 13 Y h “3 5 13’

2 13/ 1888\ 2 13 4146 2 13 / 691\
h — 3 4^ 91/' h 3 3 455’ le "3 2\ 455,/’

e perciò
«4/ 

f/1(6) — _■ J <a(6) = --
80
3 ’

«s<e)
2764
105 ’

(e) 606 q,(6) — ./3 15 ? Q4(6ì--~
944
2Ì 5

Q6(6) =
691
105-

Cosi quando r = 6 le (3) divengono

i sIt — Sj(3360sj5 — 8400s/ -4- 11480s,3 — 9440s/ t- 4146s, — 691)

! s,j — à «/(960s/ — 2800s/ -t- 4592s/ — 4720s/ 4- 2764s, — 691).

5. Chiudiamo coll’invitare il lettore a dimostrare per le p(r) 
queste tre relazioni

9»—1 n ('') n (»') n i)„ <>•> — 3 . ___ Pi____. . Pr________ J
Pi 2r+l’ »4-1 r 2 — 2(2r-+-l)’

2 / 2\
rpiM -t- (»• — l)p/’-> ■+-... 4- jpr(”> = g ' 2r 4- *Jr — ;

e per le q(r) queste quattro
9r

«><r’ = r + t • «r-i<r> = - 8(2r -4- l)fcIr, gw = 2(2/+ l)fc2r, 

rq/*0 (r — l)qì(r) -♦ ... 4- q,.<r) = | (4r — 1).


