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Il problema di Dirichlet discontinuo per la 
corona circolare (l).

Nota di Basilio Mania (a Pisa).

finito. - Si estende al caso di dati al contorno discontinui una formula 
data da Gronwall per il problema di Dirichlet continuo relativo 
alla corona circolare.

1. Scopo di questa Nota è la risoluzione del problema di Di- 
KICHLET per la corona circolare, con la stessa generalità con la 
quale questo problema è risolto per il cerchio, e la determina

li Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale 
Superiore di Pisa.
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zione esplicita di una soluzione per mezzo dei valori assegnati 
sulla frontiera del campo.

Ciò si ottiene facendo la seguente molto semplice osservazione.
Sieno C e C' due circonferenze, col centro nell7 origine delle 

coordinate di un piano (se, t/), i cui raggi abbiano rispettivamente 
le lunghezze K, P', con R R'. Sopra C e C' sieno definite due 
funzioni /(oc), g(oc), essendo oc l’anomalia di un punto variabile 
sopra C o C', ed esistano per queste distribuzioni di valori al 
contorno le soluzioni (/) del problema di Dirichlet relativo ai 
cerchi limitati da C e da 0', e quindi anche relativamente alle 
regioni infinite esterne a C e a C rispettivamente. Ciò posto, e 
indicate con (r. 6) le coordinate polari di un punto (#, y) variabile 
nel piano, sia 0) una soluzione del problema di Dirichlet re
lativo al cerchio limitato da C e alla funzione f(oc) ; sia poi wjr, 6) 
la soluzione del problema di Dirichlet relativo alla corona circo
lare limitata da C e da C per valori al contorno identicamente 
nulli su C e uguali a uJP', 6) sopra C' (2). Allora la funzione

6) — u^r, 6) — ujr, 6)

risolve il problema di Dirichlet nella corona circolare per valori 
identicamente nulli su C e dati da f(oc) sopra C. Analogamente si 
determina, con notazioni evidenti,

vt(r, 0) — ujr, 6) — ut(r. 6), 

soluzione del problema di Dirichlet nella corona circolare per va
lori al contorno identicamente nulli su Ce uguali a g(a) sopra C', e 
la soluzione del problema coi valori al contorno assegnati è data da

v(r, 6) — 6) 4- 6).

(‘) Qui si intendono le soluzioni in senso esteso. Data una distribuzione 
di valori f(a) sopra la circonferenza C, si dice che una funzione qp(ac, y) 
risolve in senso esteso il problema di Dirichlet per l’interno (esterno) 
di C e per la distribuzione di valori al contorno assegnata, se qp(œ, y) è 
armonica nell’interno (esterno) di C, e per quasi tutti i punti Po di C 
esiste ed è uguale a /*(*) il limite di q(x, y) al tendere di (x, y) a Po, 
nell’interno di un angolo col vertice in Po e i lati non tangenti a C. Si 
veda L. Tonelli, Serie trigonometriche, 1928, p. 375 e segg., o Gr. C. Evans, 
The logaritmic potential, discontinuous Dirichlet and Neumann problems, 
1927, p. 39.

(*) Per ciò che riguarda il problema di Dirichlet continuò per la co
rona circolare si veda p. es. L. Tonelli, loc. cit., p. 399 e segg., o T. H. 
Gronwall, Some special boundary problems in the theory of harmonics 
functions (« Bull, of the Am. Math. Soc. », XIX (1913), pp. 227-233).



100 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

2. Passiamo ora a determinare analiticamente la soluzione v(r, 0), 
e supponiamo da prima che f(x) e (/(a) sieno due funzioni integra
bili secondo Lebesgue nell’intervallo (0, 2tc), e ne sieno

2 e (a, cos x 4- sen x) 4-... 4- (an cos wx 4- sen nx) -+- ...,

I a/ -+- (a/ cos x -e- ò/ sen x) 4- ... +- (a,/ cos nx 4- 6/ sen nx) 4- ...,

le corrispondenti serie di Fourier.
Allora la funzione

1 - r r\n
njr. 0) = Q aQ 4- (c^cos 6 4- 6r sen 0)4- ... 4- ( ^1 (a^cosnO 4-6p senn0)4-...

1 i R2 — >’2
= 2- I W-t- r ‘—2Ær cos (-z — 0)

()

è armonica nell'interno di C e quasi da per tutto sopra C ha per 
limite f(x), al tendere di (r, 0) a un punto di C lungo una linea 
che non sia tangente a C (*).

La serie di Fourier relativa alla funzione ut(R', x) è

9 aQ 4- ß (Gj cos X 4- br sen x) 4- ... + î j 60S nx 4- bit sen nx) e ...,

e quindi la funzione n/r. 0) del n.° precedente è determinata in 
modo unico ed è dat88 dalla serie (2)

(R'\n / r
— 1 Gq r \ r / * \R / /R'\vH(r, 0) — 2 log j (i cos w0 t. sen w0),

con R';R, la quale è uniformemente e assolutamente conver
gente nella corona circolare, frontiera compresa.

Di qua segue, con le notazioni del n.° precedente,

log R' — log r 
log q®i(r> l>) = 2 ao

cos n6 4- ba sen nò) =

1 log R' — log r 
= 2rt" log q (an cos n0 4- btl sen n6),

(‘) Vedi p. es. L. Tonelli, loc. cit., o G. C. Evans, loc. cit..
(2) Vedi L. Tonelli, loc. cit., pag. 400.
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e questa serie è convergente ovunque nella corona circolare, eccet

tuati .al più i punti di C.
Analogamente è

r- — R'2 
r* — 2B'r cos (a — fJ)

 1 , log P‘ — log r
Mjfr, 6)—g«» - jogq

0(a)d(oc) (’) ;

cos nò+ ò,/sennò);

ct(r, 6) =
1 , log r — log B
2 a° log <Z

(a,/ cos n 0 -+- bn' sen nò).

Si conclude, quindi, che

. ( a0 log B' — «o' Iog R <---- log1 H-
ì’(ì’, 0) == J 2Ïôgq 2logq

00 I r« h 'nn / r\” a ' — a .\ /. ì , -IL-----------  - I — I COS^fò -4-
-+- LJ w 1 - « Vr / -I

\bn — bn'qn / r \" d„ ( — ì 1 sen «6 ì,

. C1 dimostrata, por il «. « /W • *
condo Lebesgue, una tarmala già nota per >1 oaao di f« »>!

continue (2).

3. Il metodo precedente si può applicare anche se le funzioni 
/(«) e non sono integrabili, ma sono quasi da per tutto SuHe ri
spettive circonferenze le derivate rispetto all’anomalia a di due f ui - 
zioni ®(a) e -}(») integrabili secondo Lebesgue nell intervallo (0, - )•

Indicate ora con

I a<) + («J cos a-t-b, sei! a) -4- ... -+- («„ cos ni -+- b„ sen »») •+•

I a ’ 4 («.' cos « + b/ sen a) + ... + («>,' cos b..' sen noe) + ,, ?

(‘) Vedi G. C. Evans, loc. cit., pag. 86. e segg..
(a) Vedi L. Tonfj.t.i, loc. cit.. pag. 460.
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K‘ serie di Fourier di 0(7.) e di, •!/(»), si può porre (»)

?/j(ì . ò) — { —(li sen ò 1- òl (*os ò) i ... 1 l — J (— irn„ sen nò e nò„cosnò)

quindi

* = 2 ' ' r(*)"(- .. ..1 nbH cos nò).

i— tian sen nò -+- nò,, cos nò).

Analogamente

na,/sen nò -+- nò,/cosnò)

I i— na,/ sen nò f nò,/ cos nò).

Ä',
= ~ (— *cn Ò + ò/cos Ò) 4

I il indi

il-1 7

Se ne conclude (die

c(r. ò) — ^(r, 0) e v2(r, ò) —

n sen nò c

V — bng“ /#'
n cos nò >.-+

lori f(a) e 7(7), (die ora abbiamo determinata, è data da

Wn ò) =

vede, dunque, (die se indichiamo con K(r, 0) la soluzione del 
problema di Dirichlet pei* i valori al contorno o(a) e d/(oc)9 ottenuta 
co! metodo del n.° precedente, la soluzione v(r, V) relativa ai va-

1-7

1 — q2ìt

1 — q2n 1 — q2n

«« “ anQ‘-Wi l(r\n

i nn,/sen nò i- nò,/cos nò).

I1) Vedi L. Tonelli, loc. cdt.. pa-g. 398.

0 Vr( r, Ò) 
/ò

[ 1 —

— b.:<r (



PICCOLE NOTE 103

4. Osserviamo che quanto abbiamo detto al n.° 1 è indipendente 
dalla forma del campo considerato, e quindi se si ha, ad esempio, 
un campo limitato da n -+-1 curve continue chiuse, e se per esso 
si sa risolvere il problema di Dirichlet con valori al contorno con
tinui, si sa anche risolvere il problema di Dirichlet con dati al 
contorno discontinui con la stessa generalità con la quale il pro
blema è risolubile per un campo limitato da una sola curva con
tinua chiusa.

5. Il problema di Dirichlet discontinuo per la corona circolare 
si può risolvere anche senza far ricorso alla soluzione per il pro
blema continuo, come ho dimostrato in due mie Note lincee dove 
ho risolto la questione per uno spazio a un numero finito qua
lunque di dimensioni.


