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98 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Il problema di Dirichlet discontinuo per la
corona cireolare (%).

Nota di Basinto MaN1A (a Pisa).

Nunto. - Si estende al caso di dati al contorno discontinui wna formula

data da GRONWALL per il problema di DIRILHLFT continuo relativo
alla corona circolare.

l. Scopo di gumesta Nota & la risoluzione del problema di Di-
RICHLET per la corona circolare, con la stessa generalita con la
yuale questo problema & risolto per il cerchio, e la determina-

(') Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R Seuola Normale
Superiore di Pisa.
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zione esplicita di una soluzione per mezzo dei valori dssegnatl
sulla frontiera del campo.

Cid si oftiene facendo la seguente molto semplice osservazione.

Sieno C e C’ due circonferenze, col centro nell’ origine delle
coordinate di un piano (x, ), i cui raggi abbiano rispettivamente
le lunghezze R, R, con R _- R’. Sopra C e¢ (' sieuo definite due
funzioni f(x), ¢g(«). essendo 2 1'anomalia di un punto variabile
sopra C o (', ed esistano per queste distribuzioni di valori al
contorno le soluzioni (*) del problema di Dirichlet relativo ai
cerchi limitati da C e da €', ¢ quindi anche relativamente alle
regioni infinite esterne a C e a (’ rispettivamente. Cid posto, e
indicate con (7, §) le coordinate polari di un punto (x, y) variabile
nel piano, sia #,(r, 6) una soluzione del problema di Dirichlet re-
lativo al cerchio limitato da C e alla funzione f(x); sia poi u,(r, 9)
la soluzione del problema di Dirichlet relativo alla corona circo-
lare limitata da C e da C' per valori al contorno identicamente
nulli su C e uguali a »,(R', 9) sopra C’' (*). Allora la funzione

v(1, 9) = u,(r, 6) — 7;’1(7;’ 6)

risolve il problema di Dirichlet nella corona circolare per valori
identicamente nulli su ¢’ e dati da f(x) sopra C. Analogamente si
determina, con notazioni évidenti,

Vy(1, B) == uy(r, 6) — 1}2("’ b),

soluzione del problema di Dirichlet nella corona circolare per va-
lori al contorno identicamente nulli su C e uguali a g(=) sopra C’, e
la soluzione del problema coi valori al contorno assegnati & data da-

v(r, 6) = v,(r, 0) + v,(r, 6).

(!) Qui si intendono le soluzioni én semso esteso. Data una distribuzione
di valori f(x) sopra la circonferenza C, si dice che una funzione ¢(x, y) .
risolve in senso esteso il problema di DIRICHLET per linterno (esterno)
di C e per la distribuzione di valori al contorno assegnata, se o¢(x, y) &
armonica nell’interno (esterno) di C, e per quasi tutti i punti P, di C
esiste ed & uguale a f(z) il limite di ¢(x, y) al tendere di (x, y) a P,,
nell’ interno di un angolo col vertice in P, e i lati non tangenti a C. Si
veda L. ToxeLLI, Serie trigonometriche, 1928, p. 375 e segy., o G. C. Evans,
The logaritmic potential, discontinuous Dirichlet and Newmann pr oblems,
1927, p. 89.

(3) Per cid che riguarda il problema di DIRICHLET contim#d per la co-
rona circolare si veda p. es. L. ToNELLI, loc. cit.,, p. 399 e segg., o T. H.
GRONWALL, Some special boundary problems in the theory of harmomcs
functions (< Bull. of the Am. Math. Soe.», XIX (1913), pp. 227-233).
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2. Passiamo ora a determinare analiticamente la soluzione v(r, ),
# supponiamo da prima che f(4) e g(x) sieno due funzioni integra-
hili secondo LEBESGUE nell’ intervallo (0, 27), ¢ ne sieno

gt + (@, cos % -+ b, sen %) 4 ... + (@, cos wx + b, sen #x) + ...,

5 @, + (@, cos % + b, sen z) + ... +1{a, cosnx + b, sennz) + ..,
le corrispondenti serie di FOURIER.
Allora la funzione

1 - r A\
u,(r. by = ay + B (@,co80 +b sen O)+.. + B (@, cos 10+ b, senni)+...=

2r
o
/- . [k

— 2Ry cos (. —

L

i i

.

3 armoniea nell’interno di C e quasi da per tutto sopra C ha per
limite f(x), al tendere di (+, 9) a un punto di C lungo una linea
«he non sia tangente a C (}).
La serie di Fourier relativa alla funzione (R, ») &
'

1 v e «
Nl (e, cos % + b, sen 2) + ... + (E {a, cos nz + b, sen ) + ..,

e quindi la funzione #,(r. 9) del n.° precedente & determinata in
modo unico ed & dat® dalla serie (?)

<R’ n r YL

~ — Wl __

- . a r N\ ) —1 (R ] N

ur, 1) =3 lT)g'l—q log 5 + ERPT T (R) (@, cosnd + b, sen no),

n-=1 1— q’” i R
con ¢ = R’ R, la quale & uniformemente e assolutamente conver-
wente nella corona circolare, frontiera compresa.
Di qua segue, con le notazioni del n.° precedente,

1 —logr
og R’ og ¥ N

’01(1'7 ) - 2 a/o log q

1 __71'21[

o (Ii) o (1‘ "
$l(ry )z ] .
- il \B R) (@, cos b + b, sen nb) =

(,,.)n ) qn <Rf)n
log R —1 i i el A
og v ng_‘_z R Ar

=35 log q Ty g (@, cos n9 + b, sen nb),

(‘| Vedi p. es. L. ToNELLIL loc, cit, o G. C. Evaxs, 10<,. ut
(}) Vedi L. TongeLLy, loc. cit., pag. 400
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e questa serie & convergente ovunque nella corona circolare, eccet-
tuati al pii i punti di C.
Analogamente &

1 R’ 7' "\
w9 =3 ay + (@, cos O + b, senb) + ...+ (—;.—) (@, cosmb+ b, sennh)+-..=
27 : v
. r:— R
P p— [ B .
’R'* + T —2R'rcos(x — ) gl () -

Il

¥l

b
(o, 0) = Jog B — og % | Y b3 - (R\ .

g log ¢ g 7| (@, cosnt b, senn); '

R\" P\
i logr—logR < (7) -4 (’E)
2y(r, %) = 3% — loggq + ”241' T (a,’ cos nh + b,’ sen nb).

Qi conclude, quindi, che

Cay log B —a,'log B a, — a, . %
o(r, 0) = % ~ 3logq . + 3iomd Tog g log # § +

" oo . :
a, — I m’q“ r\" a, f—Q lqn R\®
BT G G

rbn - bu’qn r\" bn, _ b1;q" (R’\ "] %
+ l = (E) + 2 \F ) sennb ¢,
e risulta cosi dimostrata, pef il caso di f(») e g(») integrabili se-

condo Lebesgue, una formula gik nota per il caso di fiz) e g(x)
continue (?). '

cosnh +

3. T1 metodo precedente si pud applicare anche se le funzioni
f(z) e g(x) non sono integrabili, ma sono quasi da per tutto sulle ri-
spettive circonferenze le derivate rispetto all’ anomalia « di due fun-
zioni ¢(x) e Y(x) integrabili secondo Lebesgue nell’ intervallo (0, 2=).

Indicate ora con '

5+ (@, €08 o -+ b, sen ) + ... + (@, COS N+ b, sen na) + ...,

1 .
5 a,’ + (a,' cos @ + b, sen a) +- ... + (e, cos mx +- b, sen n2) + ot

{!) Vedi G. C. Evaxs, loc. cit., pag. 84 e éegg..
@) Vedi L. ToxrLLY loc. cit.. pag. 400.
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le serie di Fourier di o(z) e di, Yx), si pud porre )

) ¥ r"
(. 9) = B (-~a,sen ) 0 cos0) + ... + ( )

I3 {(—ana, sen nd + nb, cosnd) 4 ...
)
a\r/) T \R) (R
”l/l“ . O, - 2 1‘:%(/“;'"_-—<

n—t

¢ quindi

1
R) (— na, xen 00 + nb, cos nh). -

olr, 00 =377 g T me, sennb - ab, cos nb).
[ | -

Analogamente

’

\ i
wlr. 0) = - (— o sen 0 +- b/ cos0)4 ... + ( r) (— na,'sen wh + 1b,’ cosnh) + ..

o gquindi
P F R\
S Y LS N
. > (R) (o)
AT ) = 2 1 :(]W -

n—1

n
’ ’
-R) (—na,” sen wb -+ ub,” cos no).

’R'\)u P A\

- —_ "

()= (r) : ,

Dylr; 0) == Z Ty e sen 0H -+ nb, cos nh).
n=:1 h

Ne ne conclude che

olr, D)= (r, 0) + v,4r, 1) =

nd o Tt f e\ T @ '__a‘ 1 'R’ W
= §'~ lii* __”—’*,tl';? ( 1;) + qz':fL (——) ’n sen nh +

n=1° r

,’,)1',_— "/th” ( r\" bn, . buqn (QI " 6 %
A T P R) + T \F)  cos 10 {.

Si vede, dungue. che se indichiamo con V(r, 0) 1a soluzione del
problema di Dirichlet per i valori al contorno o(x) e Y(«), ottenuta
col metodo del u. precedente, la soluzione w(r, 6) relativa ai va-
lori fla) @ g(=), che ora abbiamo determinata. & data da

2V, )

ofr, ) = 3

1) Vedi L. ToxeLuy, loe. cit., pag. 398,
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4. Osserviamo che gquanto abbiamo detto al n.° 1 & indipendente
dalla forma del campo considerato, e quindi se si ha. ad esempio,
un campo limitato da » + 1 curve continue chiuse, e se per esso
si sa risolvere il problema di Dirichlet con valori al contorno con-
tinui, si sa anche risolvere il problema di Dirichlet con dati al
contorno djscontinui con la stessa generalith con la quale il pro-

‘blema & rlsolublle per un campe limitato da una sola curva con-
tinua chiusa.

5. Il problema di Dirichlet discontinuo per la corona circolare
" si pud risolvere anche senza far ricorso alla soluzione per il pro-
blema continuo, come ho dimostrato in due mie Note lincee dove
ho risolto la questione per uno spazio a un numero flnlto qua~
lungne di dimensioni.

>



