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PICCOLE NOTE

Sul rango delle matrici pseudonulle.

Nota di SALvVATORE CHERUBINO (a Messina).

Sunto. - Si assegrano alcune limitazioni pel rango di una riatrice pseudo-
nulle e se ne fa applicazione alle aggiunte di ordine qualungque di una
matrice non necessariamente pseudonulla.

Nel cercare la dimostrazione di un teorema (') sull’aggiunta di
una matrice di ordine #, mi sono imbattuto in alcune osservazioni
sulle matrici pseudonulle che mi sembrano non prive d’interesse
e credo non siano ancora note (almeno in modo esplicito).

Dette osservazioni si ottengono rapidamente considerando, col
prof. Scorza (%), 1a segnatura di A, la quale caratterizza la forma
canonica di A e, viceversa, ne & individuata.

‘Cid nondimeno, deduciamo le nostre osservazioni anche dalla
forma canonica, anziché solo dalla segnatura, il che agevolera la
comprensione di questa Nota al lettore che non volesse' ricorrere
alla segnatura.

Dalle proprieta dimostrate se ne deducono altre relative alle
aggiunte di ordine qualunque di una matrice 4, non necessaria-
mente pseudonulla. '

Aggiungo poi una ulteriore osservazione, la quale fornisce una
limitazione del rango di A pseudonulla, che pud scriversi senz’ altro
quando sia data una potenza della forma canonica, pur non cono-
scendo la segnatura di A.

I. Considerando una matrice pseudonulla 4 di ordine =, sep &
il suo rango e v; Ia nullita di 4/, si ha (%)

(1) 0<y, <y, <o <<V, =M

(1) Che occorreva ad un’allieva dell’ Universita di Messira per impie-
garlo nella sua tesi di laurea.

(*) Corpi numerici ed Algebre [Messing, Principato, 1921], p. 421 e segg.

() Scorza G., loco cit. (?).
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quindi
voaZn—1, v, Sn—2.., vyZn—p+ 1

onde, se 7; ¢ la caratteristica di 4/ ed r =1, & quella di 4, segue
che

2) n—r<n—p+1 ossia p<r—+1

(3) n—r; <n—(—j) ossia p<1;+j.
Inoltre .

) Voo v — 1

quindi

4) <1 — 1

Le disuguaglianze (2), (3), (4) danno le proposizioni:
Detta A una matrice pseudonulla di rango ¢:
a) se la caratteristica di A-é v, si ha p<r-+1;
b) se la caratteristica di AJ & vy, si ha p <1j+j;
¢) fra le caratteristiche delle potenze Ah—1, Al wvale la disu-
guaglianza rn < rh1—1 .
Poiche il rango di una matrice pseudonulla non nulla non pud
essere inferiore a 2, dalla a) si ha come corollario che:
Q) se una matrice & pseudonulla e di caratteristica uno, il suo
rango & due.

9. Volendo servirei della forma canonica di A4, si ricordi che
questa & una matrice, dello stesso ordine n di A4, ad elementi tutti
nulli meno certi » termini (se » & la carattervistica di 4) della prima
parallela a destra della diagonale principale, i quali sono tutti
eguali all’unica. Fra questi + termini non nulli sono intercalati
0-=i -~ r zeri (*). v

Diciamo I, questa forma canonica ed osserviamo che la carat-
teristica, la nullith ed il rango di A e delle sue potenze coinei-
dono, com’® ovvio, con i corrispondenti caratteri di I, e delle sue
potenze di egual esponente.

11 quadrato I, di I, potra possedere elementi. non nulli solo
nella seconda parallela a destra alla diagonale principale e ne
possiedera proprio r — 1, ciod la caratteristica di A? sard r—1,
solo se le  unitd di I, sono in linee consecutive (non somo inter-
calate da zeri) altrimenti ne possiederd di meno, ciod la caratteri-
stica di A? sard inferiore ad +— 1.

11 cubo I,2 di I, pud possedere elementi non nulli solo nella
terza parallela a destra alla diagonale principale e questi saranno

() La successione delle unita e degli zeri in detta linea & determinata,
non importa qui dir come, dalla segnatura di A. Vedi loco cit. (%), p. 425.
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in numero inferiore almeno di un’unith a quelli di I,*; saranno

r—2 allora e sclo che le r unith di I, séno comsecutive, nel qual

caso sono in linee consecutive anche le r—1 unitd di I tele-
r— 2di 1.

Cosl i pub seguitare, e ne seguono le osservazmnl del n. prec..

8. Dal ragionamento ora svolto segue che se z_O ciod se le
unith di I, sono consecutive, lo sono quelle di ‘tutte le potenze
© di I, ed & necessariamente p==1r+ 1.

Il numero ¢ si calcols subito mediante la segnatura di 4, che
3 il p—mtlelo (b tyyenes b)) in cui

tj:v,—v,_,, b=,
~ 8i ha senz’altro (%)
B) i=(,—1) + (bpoy—fp—1) + .. +(t —t—l)+p—2=14—1
Ma ¢, =v, —v, =1r, — r,, dunque
(6) ‘ t=r—r,—1

Cid si ottiene facilmente anche ricorrendo. alla forma canonica,
anzich? alla segnatura. Consideriamo, invero, la_riga s™ di I, e sia
non nulla, sicch2 al suo (8 + 1) posto vi sarh I’ unith, mentre ogni

" altro elemento & zero. Se la colonna. "¢ & anch’essa non nulla,
essa possiederd 1’unith al posto t— 1)#°, mentre ogni altro ele-
mento & zero. 11 prodotto di queste due linee (che da 1’elemento
di posto 8, ¢ in I,%) non sard zero allora e solo che ¢ — 1 =8+1,
ciod quando {—=s + 2. Perclb se la riga consecutiva alla s &
nulla, e allora soltanto, & certamente nulla, in I,% tanto la riga
(84 1)me quanto la 8™,

Ne segue che ogni interruzione nella catena delle unita di I,
fa diminuire di uno il numero delle unita. di I,%. Ciod sl ha ap-
punto ry,=—r —1—3, che coincide con la (6). _

Poichd le successive potenze di I, hanno caratteristiche decre-
scenti si & con cid ottenuto che: ‘

a) se i & il numero delle interruzioni preseniate da I. nella
catena delle sue unitd, il rango di A non supera r +1—i.

11 che, in base al calcolato valore di 4, & dato pure dalla b)
del n. 1, per j=2. C .

Abbiamo inoltre ottenuto che

b) se I. mon presenta imterruzioni, cioé se la caratieristica r
di A differisce di un’ unita da quella del suo quadmtt?" e solo allora
la potenza Aj ha caratteristica r—j ed il rango di A & r+1.

{*) Scorza G, loco cit. (4).
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Ricordando che:

’

b=y —v = =, hemvy=an—y

da cui segue che
h+ty+o + =

si ha subito che se ¢ — 1+ + 1, & necessariamente
o+ +f=p—1

quindi {,=#,=..=1%=1. E viceversa.
E poiche (%)
(7) , >t >. 28>0

& ovvio che per avere f, =#,=—=..=1, =1 occorre e basta soltanto
avere !, —1, cio® r — s, —1. Con cid si & dlmostrato un’altra volta
Ia b) e si pud enunelare anche:

c) il secondo intiero della seqnatura di A, matrice pseudonulla,
& uguale all unita, con tulti i successivi, allora e solo che il rango
di A eguaglia la sua caratieristica aumentata di uno.

B ovvio che » +4 < n—1, sicche 2r — », <un, onde se 21 >n

& certo r, > 0, cioe:

d) se la caratteristica di A supera la meta dell ordme, il suno
rango é certo maggwre di due.

4. Consideriamo la potenza I/, j > 1. Essa avrha »; unith nella jo°
parallela alla diagonale principale e la riga s"°, supposta non nulla,
ha un elemento non zero solo al posto (8 -+ j)"°, mentre la verti.
cale t"*, se non & mnulla. avra 1'unith al posto (£ — j)"°. Perchée
queste due linee diano, in I,¥; un elemento non nullo al posto (s, #).
occorre e basta che sia { —=s + 2j. '

Segue che se la riga (s + j)** & nulla, nel quadrato di I sono
nulle tanto la riga (s + j)"" che la riga s, mentre quest’ultima.
in I/ era supposta non nulla. '

8i osservi ancora che, in I.% la riga s™¢ risulta nulla anche
quando t=s + 2j - n.

In ogni altro caso questa riga contleue un’ unita sia in I7 che
nel suo qnadrato. :

Diciamo s,, 83,..., 8, . ordinatamente, le righe non nulle di I/
e sia s, il massimo dewll intieri s, che danno s, -+ "j<'n. Allora
solo alle righe 8, 8,y.... 8, potranno corrispondere, nel quadrato

%) Scorza G, loco cit. (‘). Per la dimostrazione di queste (7) vedi lo
stesso trattato del prof. Scorza, p. 219.
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di I/, righe non nulle. B dunque r,, < ¢, ed inoltre 0 < g, < 1,
8+ 2 < n ed infine ¢; + 2j < n.

" Indichiamo con %,== 0 il numero delle rlghe nulie di I,7 il cui
13osto eguaglia qualcuno degl’indici s,, s,,..., 8, aumentato di j.
E necessariamente i; << ¢, e risultera

(8) Ty =q; — 4 X1, —J.
. Di qui, poiché ¢ < r,; + 2j, si ha
P=q— 4+ 2

Questa disnguaglianza, quando nella (8) valga il segno <, ¢ piu
forte dell’altra p << r; + j. Essa & utile quando sia data I/ ma non
la segnatura di 4, quindi non si conosca I,. o

Si tenga anche presente che se r; <j, dovendo essere (n. 1)
0 < r,; < #,— 4, segue necessariamente che r,;—10 quindi che p=2j.

Abbiamo dunque che:

il rango p della matrice A pseudmmlla, olire alle limilazioni
del n. 1, soddisfa alle seguenti:
a) se la caratteristica vy di AJ non supera v esp(mente st ha
02
b) detta Jr la forma canonica di A,.st mdwhmo CON 8,, 8y,unry Bry
le righe non nulle di JJ. Se -

888 S ”—2]’ "_2j<sq‘/+l<""<,\s-
e se ij & il numero delle righe nulle di JJ3 il cui posto é dato da
qualcuno dei qy=Crj intieri s, +- j,..., 8q; -+ J, 8¢ ha
; q— =1y
quinds
PG — 4+ 2
c) se q; > ij, il rango & cerlo maggiore di 2j.
Ad es., data :

0010000
0001000
(0 000000
IL'=10 0 0 0 0 0 0
0000001
0000000
0000000

si ha ry=38> 2 onde non si verifica il caso a) Ma & ha =2
t,—2, quindi r, =0 e p<<4. Col eriterio b) del n. 1 si ha invece
p<<3+2=05.
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La matrice sopra indicata & stata ottenuta quadraudo

0100000
0010000
0001000

L=)|0 0000 00
0000010
00000O0GO0 1
0000000

e questa, se non si vuol calc‘olarne la segnatura, da ¢ << 6+ 1, ciod
se di A & nota la sola caratteristica si ha ¢ < 6. ’ ’
11 rango di I, & appunto 4 e la segnatura & 2,22, 1)

5. Sia 4 una matrice non necessariamente pseudonulla, di or.
dine # e caratteristica m — 1, e sia A* la sua aggiunta (ordinaria).

B noto che A% & di caratteristica uno, quindi (n. 1) se A* &
pseudonulla & certo di rango due.

Si tenga presente che perché una matrice sia pseudonulla oc-
corre e basta () che abbia eguali a zero tutte le sue radici carat-
teristiche.

Ora, se B & una matrice di ordine n, le sune radici caratteri-
stiche sono quelle dell’ equazione in % (equazione caratteristica di B)

fO) = | B—M| = (— 12" + (— 1"~ le "=l . — 3,k + 3,
ove o; indica la somma dei determinanti dei minori principali di
ordine j di B.

Segue che A possiede almeno una radice caratteristica nulla
ed A* ne possiede almeno » — 1. Ma inoltre

lA# —_— )‘IE e (____ 1)1;)\71—1 4+ (_ 1)7‘1—121)\
ove %, & la somma degli elementi principali di A* ossia dei deter-
minanti dei minori principali di ordine » —1 di 4. Dev’esser
dunque X, =0, quindi che A possegga una seconda radice carat-
teristica nulla. B cid evidentemente basta, onde:

a) affinche U aggiunta (ordinaria) di una matrice A sia pseudo-
nulla, necessariamente di rango due, occorre e basta che A possegga
(almeno) due radici caratteristiche nulle.

Sia A™ 1'aggiunta di ordine » di A ciod quella matrige di or-
dine N :<,,.) i cui elementi sono i determinanti dei minori di
ordine r estratti da A, presi col segno -+ o col — secondo che
siano di classe pari o dispari. Questi elementi si dispongono in A™

(M) Scorza G, loco cit. (*), p. 158.
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in modo che nella stessa riga (o colonna) siano i determinanti dei
minori estratti dalle stesse r colonne {o righe) di A e che nella
diagonale principale di .4 capitino i determinanti dei minori
principali di A. I’ aggiunta ordinaria A* non & che quella di or-
dine » — 1. -

I noto (%) che le radici caratteristiche di A sono i prodotti
ad » ad r di quelle di 4, sicche A7 & pseudonulla allora e solo
che A possegga n — r + 1 radici caratteristiche nulle.

B anche conosciuto (?) che se A & di caratteristica s > r, quella

i AT & (f) Si pud quindi (n. 1) enunciare che:

b) se A ¢ di caratteristica s >1 ed AY & pseudonulla (ciod
se A possiede almeno n —r +1 radici caratteristiche nulle) il rango

. 8
di A non supera (r) -+ 1.

Quindi anche:

e) se A & di caratteristica r, onde quelle di A'® & wuno, Uag-
giunta AW & pseudonulla, necessariamente di rango due, allora e
solo che A possieda almeno n —r -+ 1 radici caratteristiche nulle
{anziche soltanto n — r).

(®) Cfr. C. C. Mac DurrEE, The theorie of Matrices [Berlin, Springer,
1933], p. 87. ,

) N1coLETTI O., [« Atti Acc. Se. Torino », vol. 37 (1901-02)}¢pp- 6556-659.
Vedi anche loco cit. (8). ‘



