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PICCOLE NOTE 165

Sopra una proprieta degli ordini precisati.

Nota di V. BERNSTEIN (a Milano).

N

‘Sunto. - L’ A. ebbe a far uso di una proprietd degli ordini precisati, la
cui dimostrazione risultdo insufficiente a causa di una_ svista dell’ A.;
egli ne pubblico percid un’ altra dimostrazione. Ora, mostra che anche
la prima dimostrazione Dpud essere facilmente completata in modo da

_ diventare assolutamente rigorosa. ~

Nella teoria moderna delle trascendenti intere, la loro crescenza
viene spesso confrontata con quella di funzioni reali della forma

W) , V() =",

ove p(r) denota una funzlone reale di » soddisfacente alle due
-condizioni
{2) lim p(r)=p >0; lim ¢'(rjrlog r =0.

r—=o0

r=00

Una funzione p(r) soddisfacente a queste condizioni viene chia-
mata di ordine precisalo, e si dice che una trascendente intera f(z)
¢ d’ordine precisato p(r), se il massimo limite del rapporto
log |f{z)|/ V(}z]), per z— oo, & finito e non nullo.
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Tn una Memoria recente (1), ebbi a far uso di una proprietit
degli ordini precisati che pud essere cosi enunciata :

PROPRIETA A. — Detto & un numero positivo fisso superiore ad
wno, si faccia corrispondere ad ogwi valore di v Uintero p per il
quale tp—1 < v < EP; cid posto, se ¢(r) denota un dato ordine preci-
sato, la diseguaglianza

(3) ST VE) = 3 AR,
v=Po V= Pe

nella quale p, denota wn intero qualungue inferiore a p, ¢ valida
per tutti i valori abbastanza grandi di r.

La dimostrazione di questa proposizione ch’io diedi nella Me-
moria citata (3) era basata su un’altra proprieth degli ordini pre-
cisati che si enuneia cosi: ’

PropriETA B. — Se ¢(v) denota wun dato ordine precisato. le
disegnaglianze

(4) (1 — b’ < (Pt < (L )t

nelle quali o denota wn nwmero positivo arbitrario, ed h un numero
compreso nell intervallo 1 < h < H, sono valide per tutti i valori
di v, superiori ad wn certo valore ro=rx; H) che dipende solo
da = e da H (3). :

11 prof. W. SaxEr mi fece perd osservare che quella dimostra-
sione conteneva una svista che la rendeva insufficiente; in conse-
guenza, pubblicai un’ altra dimostrazione della proprieta A, basata
st un metodo di dimostrazione completamente diverso (‘). Nella
presente Nota voglio invece mostrare che anche il metodo di dimo-
strazione da me usato in origine - ciod il metodo che consiste
nel dedurre la proprieta A dalla proprieta B — conduce alla meta,
purch® esso venga applicato con sufficiente cautela.

(*) Sulle direzioni di Borel di funzioni olomorfe. (« Annali di Matem. »,
serie IV, tomo XII, 1933, pp. 173-196).

() V. loc. cit.,, pp. 185-186.

(®) V. loc. c¢it., p. 181,

(4) Kettifica alla Memoria « Sulle direzioni, ecc. ». (« Annali di Matem. »,
serie 1V, tomo X1V, pp. 15-16). I1 primo membro di (8) viene ivi valutato.

’ pit
mediante la sostituzione dell’integrale / V(EY)d¢t alla sommatoria, e la suc-
Po

cessiva valutazione di questo integrale mediante un’ integrazione per parti,
¢ coll'ausilio delle (1) ¢ (2).
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Aok ok

Fissato £ > 1, si ponga h—=H =1 e si scelga il numero « abba-"
stanza piceolo affinché (1 — «)i” sia ancora superiore ad uno; per
esempio, si prenda = tale che si abbia (1 — «fff = \/g s cmé si

) 1
ponga »—=1 — -
‘\/w

I
>

. Le disuguaglianze (4) saranno allora valide

.

1
per ogni r > #, <1 —— ,), pertanto, se si denota con p, il pitr

piccolo intero per cui ;*‘“ = 7,, si avra [tenuto conto della (1)]
(3) VEY: VEH = Ve per ogni u > u,.

Pertanto, se p > v >y, basta porre successivamente nella (5)
p=v,v+1 v+ 2,.., p—1, e moltiplicare termine a termine le
diseguaglianze ottenute, per constatare che

VEn: Ve) = (Verp

e da qui scende senz’ altro che

y=p 1 1\* 1 \p—o
6) Ve < ViEr ‘1 —_— — . —= 2<
oSET +VE(’+<VE"‘>+ +<\/zr’> )
;\//E_p ,
<—_\/£—p——1‘ (34]

Si dia ora ad  un valore qualunque superiore ad r,, e si de-
termini I'intere p in modo che sia {7~! < < 7. Se si pone nella
seconda diseguaglianza (4) h = £7/r, lasciando ad H e « i valori pre-
cedenti, quella diseguaglianza sara certo applicabile, perche », di-
pende solo da H e da =, ed il valore dato ad h & compreso fra 1
e H. Si avra dunque

VEP): Vir) < (1 + o) < 2HP — 8P,
e la (6) potra essere scritta mella forma

2V {p

S
=

() (5”)

V=

Sia ora p, un numero intero qualunque inferiore a”p; se que-
sto p, risulta superiore od uguale al p, definito piir sopra, la va-
lidita della (3) per ogni # >, risulta senz altro dalla disegua-
glianza (7). -Se invece p, << 1., basta notare che p, dipende solo da £
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»

e da r, (ciod in definitiva solo da §) per concludere che
'

o vespo—1 v=po—l_
(8) T Ve )1 V&) = C(5).
v=DPo V=

Si denoti ora con B(}) il coefficiente di V(r) nel secondo membro
della (7) e si ponga A(f) = B() + C(%); se il valore di 7, oltxe ad
essere superiore ad 7,, & anche abbastanza grande perché V(r) sia
superiore ad 1 ('), bastera addizionare termine a termine le dise-
guaglianze (7) e (8) per ottenere la (8). Questa discguaglianza ¢
dungue sempre valida per i valori abbastanza grandi di », e. d. d. (3.

(*) La possibilita di una simile scelta di + risulta dalle (2).

(%) Ci permetiiamo di aggiungere che in sostanza la dimostrazione qui
esposta si ottiene da quella originaria (loc.- cit., pp. 185-186) quando, nella
parentesi a graffe dell’ espressione (24) a p. 186 della Memoria, si sosti-
tuisce a & ua numero inferiore (p. es. VET)



