BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA
ITALIANA

FRANCESCO TRICOMI

Trasformazioni funzionali e
polinomi ortogonali in ispecie
sferici. 1

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie
1, Vol. 14 (1935), n.4, p. 213-218.

Unione Matematica Italiana

<http:
//www.bdim.eu/item?id=BUMI_1935_1_14_4_213_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale &€ consen-
tito liberamente per motivi di ricerca e studio. Non é con-
sentito 'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tut-
te le copie di questo documento devono riportare questo
avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim. eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1935_1_14_4_213_0
http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1935_1_14_4_213_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione
Matematica Italiana, 1935.



PICCOLE NOTE

Trasformazioni funzionali e polinomi ortogonali,
in ispecie sferici.

Nota di FrRancesco TricouI (a Torino).

Sunto. - Si mostra come ad ogni successione di polinomi ortogonali pos-
sano associarsi una o pit trasformazioni funzionali lineari, atte a
facilitare lo studio dei polinomsi stessi e in ispecie delle serie con essi
formate. In particolare si considera il caso dei polinomi sferici otte-
nendo per tal vim, come esempio di applicazione, due nuove formule
sull’ integrale ellittico di prima specie di LIEGENDRE.

1. Alcuni miei recenti lavori mostrano come alle pili comuni
trasformazioni funzionali lineari, siano naturalmente collegate delle
classiche snccessioni di polinomi ortogonali: p. es. alla trasforma-
zione di LAPLACE ordinaria, ciod con integrale esteso da 0 ad o<,
sono connessi i polinomi di LAGUERRE (*), mentre a quella bila-
tera (3 e alla trasformazione di Gauss (%) si connettono i polinomi
di HErMITE. Vien cosl fatto di domandarsi se non sia eventual-
mente possibile associare, in generale, ad ogni frasformazione fun-
zionale lineare del. tipo: ' )

b
1) fe)=TIF ()] = fK (s, HhF()dl

una ben determinata successione di polinomi ortogonali nell’in-
tervallo (a, b), e viceversa.

(1) Trasformazione di Laplace e polinomi di Laguerre. Note I e II.
< Rend. Lincei», (6) 21 (1935%), 232-239 e 332-335]. <7

() Su la rappresentazione di una legge. di probabilita, ecc. [« Giorn.
Ist. Ttal. Attuari », 8 (1935), 135-140}.

() Trasformazioni funzionali lineari commutabili con la derivazione.
[« Commentarii Math. Helvetici », 7 (1935)]. ’
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Si vede perd subito che a questa domanda, formulata comé piir
sopra, ¢ da rispondere negativamente. Invero, fermo restando 1’in-
tervallo (a, b), mentre le trasformazioni T dipendono da una fun-
zione arbitraria di due variabili: il « nucleo » K(s, t), le successioni
di polinomi ortogonali dipendono invece da una funzione arbitraria
di una sola variabile: la cosi detta « funzione-peso » p (). Ne segue
che ad una determinata successione di polinomi ortogonali in- un
intervallo (a, b):

2) Ugla), (), M),

potranno associarsi infinite trasformazioni funzionali del tipo (1), e
sorge cosl il problema di scegliere con giudizio una o pit di queste,
avuto riguardo ai particolari problemi che si hanno di mira e a
generali considerazioni di semplicitd ed economia di mezzi, onde
farsene ausilio nello studio dei polinomi (2) e delle serie con questi
formate.

Uno dei procedimenti piti spontanei per associare alla succes-
sione di polinomi (2) una determinata trasformazione del tipo (1),
consiste nel costruire il relativo nucleo K mediante una funzione
generatrice dei polinomi II,,, e precisamente mediante una formula
del tipo v ‘ .

3) K(s, )= p{t) 2] a,T1,(8)-s",
n=>0
dove le a, sono delle costanti arbitrarie, tali perd che la serie ri-
sulti convergente ed integrabile termine a termine rispetto a £
Invero, cosx procedendo, detto «, il valore dell’integrale di
pn‘)ﬂf,(t)dt fra @ e b, sussistera, se non altro, la formula notevo-
lissima :

b
«4» S0 = 3 57 [ DO 671, (0t = a,,5"
m=0 a
Molto sta perd nella felice scelta delle costanti «,,.

2. Applicando il procedimento di eui sopra al caso dei poli-~
nomi H, di HErRMITE :

H

Ll L
H ()= (—1)"e? W(.e 2)

) V. p. es. il recente fascicolo (n. 66) del « Mémorial des Sciences
Mathém. » @ J. Suonat (CHOKHATE), Théorie générale des polynomes ortho-
gonanx de Tchebychef. (Paris, Gauthier-Villars, 1934).
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che ammettono la classica funzione genefatrice:
Kind 8" ;__(i;ﬁ
2 Hn(t) nl! =e
) n=0
(corrispondente ad @,=1/n!) e per cui si ha:
t2
@=—o00, b=oo, plfj=e 2,
si trova immediatamente
_to—tp
K(s,t)—e 2
Pertanto la corrispondente trasformazione funzionale &, dal punto
di vista adottato, a prescindere da un irrilevante fattor costante
(1/V2r), quella che ho proposto chiamare trasformazione di Gauss.
(V. la mia Nota cit. (%)). X
Similmente, nel caso dei polinomi L, di I,AGUERRE :

¢ {12
L) = 5y o (tre

n!df
per cui la funzione generatrice &:
oo 1
' : 1 (-1
— , -
Z L,(fs" = 1— e( g
n=0

(@, =1) e si ha: ) ‘
a:\Oy b= 00, p(t):e_t7 A

si trova
-1 . ¢
Kis, t):l_se 1-s ",
/ . ‘ 1 Coa .
epperd, a prescindere dal fattore i—s © dall’ irrilevante cambia-
1 . v )
‘menfo di 8 in ——, la trasformazione corrispondente & la classica

1—s’
trasformazione di LAPLACE.
Finalmente, nel caso dei polinomi sferici P, di LEGENDRE:

<
[

¢ 1 dan .
Pty =gu i g — 1"

per cui esiste la funzione generatrice :
S pipon
o V1—2st+ st

2
-

(@, =1) e &i ha:

a=—1, b:l,rp(t)zl;' v



(6)

]
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si ¢ condotti a considerare la nuova trasformazione funzionale
lineare:

_ " Fihdt
© le) f\/1—2st+s”

s \ . 2 ,
che, in virtu della (4), muterd P,(f) in Qn_—q—-_l_s" essendo attual-

mente ®%,, = m-—l' .

N\

8. La nuova trasformazione funzionale (5) presenta l’inconve-
niente di non comportarsi semplicemente nei riguardi dell’opera-
zione fondamentale dell’ Analisi: la derivazione. Conviene pertanto
trasformare la formula cardinale: ‘

P, (hdt 2
\/1——2:315—*—32 “om+1°

in modo da ottenere, se possibile, una trasformazione pit maneg—
gevole.
Tale intento pud conseguirsi eseguendo la sostituzione

t—=cos 0, s=—cos¢ - ising,

invero per tal via, con calcoli nei cui particolari non entriamo
perche le formule finali non sono nuove, si trovano le formule:

o 1 4 1

P,(cos 0)sin6do S (" + é) ¢ P,(cos 6)sinodo % (” + Q) ¢

V2(cosb—cosg) . % > | V2(cos¢—cosb) "t % ’
(0 = ? < ‘")’

donde, tornando a scrivere ¢ in lnogo di cos 0 e ponendo cos ¢ =g,
segue :
1

b

Vai—o n+% ’~_1.V2<c—t)"‘ H%

(—1<<e<1)

Queste formule non sono, come si diceva, sostanzialmente nuove.
Invero, risguardando le (7) come due equazioni integrali in P,(f) ed

- . |
Phdt sin [('n -+ %) arc cos c] P, (t)t cos [('n, + @) arc cos c]

K]



®)

(9)
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applicando ad esse la formula di ABEL (5), esse si trasformano su-
bito nelle alfre:

1 t

P, ()= 7 o [(’lt.k__%_)jfio_s "] ds, P, (f)= 2 [ sin [(” + %) arccos °]
| Vee—tl—0)

VA —o)l— o)

4
¢ —1
(—1=<<i<t),
che, riserivendo cos 6 al posto di ¢ e cos¢ al posto di o, si ridu-
cono alle classiche formule di MEHLER (%):
]

1 i 1
cos (n—l— ) - dy 9 sin(n+ ) - dy
P,L(COS 0) = - e —————— P"(COS 9) _ - Py e ———
=| V/2(cose — cos 6)’ 7| V/2(cos 6 —cosg)
0
0 b<"m).

Le precedenti formule (7) e (8) (riferiamoci, per fissar le idee,
in entrambi i casi alla seconda formula) mostrano come la trasfor-
mazione funzionale lineare

(10) f(s)=1[F(t)] = Ft)at

JVs—
1

muti U n—esimo polinomio sferico Pn(t) nella funzione assai semplice

\Ei L
7+ 1/2 cos|{n + 2 arceoss},

e, reciprocamehte, la funzione
. -1
V2 sin [(w -+ é) arc cos t]
™ \/ 1 g

nell’ n-esimo polinomio sferico Px(s).
La trasformazione funzionale (5) pud dunque rimpiazzarsi, nello

studio dei polinomi sferici, con la (10) che, come vedremo, gode di

proprietd assai semplici ed elega,nti.

() V.p.es. V. VOLTERRA, E‘quatwns mtégrales (Paris, Gauthier-Villars,
1913), pp. 34-37.

(®) V. p. es. B. W. HoBsoN, Spherical and Ellipsoidal Harmonics. (Camp
bridge, University Press, 1984), pp. 26-27.

de

’
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Pitt generalmente, nel caso ,dei polinomi sferici generalizzati o
funzioni di Gegenbauer Cy, definibili () mediante la formula

I'(n + 2v)
I'(2v)-n!

(11) Colt) = F( n. 04+ 2, vl -1—_—t>

2’ 2

dove F denota la classica funzione ipergeometrica di Gauss (%),
pei quali valgono (se v > 0) le seguenti formule di Mehler genera-
lizzate (°):

; 8
’ 21—v['(31 + 2v) cos (1 -+ v)p
Yo =& SO in o)j—gy | SO0V
S Culcos 6) = T2(v).n ! (sin 6) vf(coscp — ¢os §)t—v
6

(12)

: -
v 210+ 2v) | cos [(1 + v)o — vr]
1) [ S 1—2
( Cfcos 6) = I*v).m! (sin 6) vf {cos 6 — cos g)1— )
0
dovra considerarsi, in luogo della (10), la trasformazione pin ge-
nerale

T A 1. 1) ’
(13) fls) =1 ’[F(t)-—/—z—;, (+<3) |
(s — 4

X

—1

che per «=0 si riduce alla (10) (T® =),
(continna)

() Per le funzioni C), pud vedersi: E. HrINE, Kugelfunktionen (Ber-
lin, Reimer, 1878), I, p. 297; i due articoli: II% 28 (WANGERIN-LAMRERT,
Fonctions sphériques) e 115, 28% (APPELL-LIAMBERT, Généralisations diverses .
des fonctions sphériques) dell’ « Encycl. des sciences math. », (éd. fr.); e il
Cap. 1II della mia Memoria del 1923 sulle equazioni a derivate parziali
di tipo misto. [« Mem. Lincei », (5) 14 (1923), 134-247].

1 .
(%) Dalla (11) segue fra 1 altro C’2 ({) =P, () e che le funzioni C] sono

legate alle funzioni sferiche genelallzzate P considerate da HoBsox
(op. cit.) e da altri, dalla relazione

QV_EI‘(V~+»%)I‘(1@+2V) 1y o1
Y gy T i3
= e = P, 0<t<y.

2

(*) Facilmente ottenibili generalizzando il procedimento che ¢i ha con-
dotti alle (9), oppure trasformando le analoghe formule date da Hossox
per le funzioni P;’. (Op. cit., p. 266 e seg.).



