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PICCOLE NOTE 226

Sul problema dei valori ai limiti per i sistémi di equazioni
differenziali del secondo ordine.

Nota di GiusePPE Scorza DracoNI (a Napoli).

Sunto. - Si estende ai sistemi di equazioni differenziali del secondo ordine
un criterio, relativo a un problema di valori ai bmiti, gia dato per
una sola equazione differenziale.

Fra i risultati conclusivi di una ricerca sulle equazioni diffe-
renziali del secondo ordine — ricerca in cui mirave a dare con-
dizioni sufficienti per I esistenza, in grande, di un integrale assu-
mente valori determinati in due punti; distinti — ho dato () il
seguente teorema : - - :

Se la fumzione f(x,y,y') & contmua e limitata nell insieme

aswe<b, p(w)<y$q(w}, — oo Y <+ o0

se p(x) e q(x) sono due volle der‘wabdi nell’ intervallo a<<x<"Db;
e se ) )

p@) =1, plx), y), per y <p'),

1 , .
@ q"(@) < fx, g@), ¥'), per Yy =q'()
oppure

@ p@) =f(w, pla), y). per y =p'@),

7@ <flx, 9@ y) per Yy <q'®);
allora esiste sempre un integrale, y(x), della

Y= f(my %Y

(1) G. Scorza DracoNy, Ii problema dei’ valori ai limiti studiato in
grande per le equazioni differenziali det secondo ordine [« Mathematische
Annalen », vol. 105 (1931), pagg. 133-143], nn. B'e 4.
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che verifichi le condizions '

y@)) =h, ylx)=F,
naturalmente purcheé

a==xy <x,y<<b, plw)<h<glx,), plx,)<<k<qlx,) ()

In questa Nota mi propongo di mostrare come, sia il criterio,
che i ragionamenti svolti per giustificarlo valgano sostanzialmente
anche per i sistemi di due (o piil) equazioni differenziali del se-
condo ordine. .

Negli enunciati che dard, come in quello del teorema ricor-
dato (%), supporrd soddisfatte tutte le ipotesi di regolaritad che per-
mettano di dare delle dimostrazioni complete ma-brevi.

Una notevole rapidita sard poi raggiunta, qui, come nella mia
Nota citata, utilizzando alcune considerazioni di analisi funzionale
dovute a BirkHOFF, KELLOG e CAcCIOPPOLI (F).

1. Premettiamo il lemma seguente :
Se

94, 45 91y Y25 9,
dove i =1, 2, sono due funzioni continue e limitate nell iperstrato

Aa<x<bh —oo<Ty,<+oo, —oo<LY <Hoo (i=1,2),
esiste sempre una coppia di soluzioni, y,(x) e y,(x), del sistema

Y = 9dx Y15 s Yss ¥y
che soddisfaccia alle condizioni
Yilx)) = h;,  ydw)) =k,
se a<<x,<Xx,<b, hi e k; essendo numeri reali arbitrari,
la dimostrazione del quale si costruisce ilmmediatamente seguendo la

stessa via tenuta da CaccroproL1 per giustificare il lemma analogo,
relativo a una sola equazione differenziale del secondo ordine ().

(') Si noti, cosa che non avevo fatto rilevare, che il teorema & sempre
valido, anche se sono soddisfatte la prima delle (1) e la seconda delle @),
oppure la prima delle (2) e la seconda delle (1). Cid segue senz’ altro dai
ragionamenti svolti nei passi or ora citati.

(*) Circa delle possibili estensioni, si vegga il n. 5. della mia Nota citata.

() R. CaccroproLy, Un teorema gewerale sull’ esistenza di elementi wniti
in una Irasformazione funzionale [« Atti della Reale Accademia Nazionale
dei Lincei », serie VI, vol. XI (1930), pagg. 794-799]; G. D. BIRKHOFF o
0. D. KeLLog, Invariant points in function space [« Transactions of the
American Mathematical Society », vol. 23 (1922), pagg. 96-115].

(*) Loc. cit,, n. 2.
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Naturalmente questo sara possibile una volta che il teorema
d’ esistenza sulle soluzioni dell” equazione funzionale

gl = Giga),
14 indicato da CaccroppoLl (%), sia stato esteso alle soluzioni del
sistema di equazioni funzionali ‘

9,(®) = G\[g:(), g,(x)]. g:(x) = G[g,(x), gu(®)];

per il che basta ripetere punto per punto la dimostrazione di
CaccroPPOLI, con quei semplici cambiamenti di parole, resi neces-
sari dall’ aumentato numero dei funzionali in ginoco e delle fun-
zioni da cui i funzionali dipendono.

2. Dopo questo & facile dedurre che:
Se le due funziont

fie, uy, 9y Yy 9y 1@ 0 915 Yo Y5)
sono continue e limitate nell insieme
Iasx<<b, p@<y<q@), —oo<y/ <+oo (i=12);

se pi(x) e qi(x) sono due volte derivabili nell intervallo a<<x<Ch;
56 _ . :

3)

0, (@) = fix, pi), ¥ Y55 y:),  per y)' < p,’(@),
a,"@ < filx, q,(), yis ¥, ), per ' =q, (@)

con a<<x<<b, p,(X) <y, << qy(X) e ¥, qualunque; e se
P (@) == [, s ), pol®), y5), per Sp,'(m),‘
) Q" (@) << @, ¥ U1 G6@) ¥y), per Y =4,/ («),
con a<<x<<b, p)(X)<<y,<< q,(X) e ¥," qualunque; allora esiste sem-
pre una coppia di integrali, y,(x) e yi(x), del sistema
Y ==, Y1, 15 Ysr ¥
che soddisfaccia alle condizioni
Yilwo) =hi, yda)) =k,
purché naturalmente
a =, < 2, << b, Pyl < by < qilg)y, o) < ki << gily)-
Prolunghiamo infatti f;, e diciamo ¢; la funzione prolungata,
in tutto I’iperstrato

@

. ¥
a<=x<<b, —oo<y, <400, —ooLY <+ o0

() Loe. cit, n. 1. -
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ponendo ’
) o2, Y1 Yi's Yss Yy ) = Fi®ys th Yi's Yss Y
in I; e, quando y, << p,(),

0%y 41y Yo'y Yoo Y) =T, o), 95 Do) 92)s 88 Y <PA),
(6) o, Y1y s Ys» y,) = fix, p(@), ¥y’ ¢e(®), ), se Y>> q,(x), .

@@, Yoy Y5 Yo Yy') =T, p,(x), W'y Yss UYs)y 8 PfX) <1 zﬁ%(@»
quando y, > ¢,(x),

@@y Y1s Y1's Yss yy) =[x, ¢,(@), 1y Pyl), ¥s), se gy <Pyl
g o, Y, Yy Yss yz/):fi(xa ¢ (@), 4., ¢,(), Y,), se > q,(x).

9%, Y1y Yys Yo o) =T, q,(@) Y15 Y yy), se Do) <y, << go(),
quando p(x) <y, << ¢,(x),
(8) o, Yy Y5 Yar Yo ) =14 4, Y Pelx), ¥y, se Y, < Pyl),

e, Y1y Y1’y Yss ¥ V=T, ¥, Y Q) U)) se Yy gylx)

Allora esiste sempre — vedi n. 1 — una coppia di integrali,
Y, = 7,(%) e Y, = n,(x), del sistema
o =92, Yy Y15 Yus YY)
che verifichi le condizioni
ndxg) = hi, nilx) = k;.
E — data la () — per dimostrare il teorema basterd far ve-

dere che questa soluzione rappresenta una curva contenuta in I;

ciog, che
9) ‘ (@) < 1,() < gilw) (ry=x<<w),

disuguaglianze soddisfatte per ipotesi in x, e z,. v
Infatti, se in & (x,<a'<x,) fosse n,(ax') < p,(x’), detto x” (2, <x”" <a)

il punto a sinistra di «’ e ad ' piti prossimo in cui 1,(x)=p,(x), nel-

I’intervallo &’ <« < a’ dovrebbe esistere un punto &, tale che

26 <p@), 2,6 <p/C)
e quindi — per le (6) e la prima delle 3) —
7,6 < p,"G).
A destra di £ sérebbe, almeno in un inforno,
P @) — (@) >0, p(a)—nx)=p,E)—nE)>0;

e quindi '
%, (@) <<p, " (@), p,/(®)— n,'(@) = p,' ) — n,'(§) > 0.
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E si comprende facilmente che in queste condizioni la »,(x) non
potrebbe mai rimontare la p,(x), in modo da aversi, in x,,

nwey) =k, = pi,).
Dunque &
n,(x) = p(x) () (<=2

Allo stesso modo si dimostrano tutte le altre disuguaglianze
contenute nelle {9).

8. Naturalmente — vedi il teorema ricordato nell’ introdu-
zione —: .

Il teorema del m. 2 & sempre valido, se le (3) e le (4) si sostitui-
scono rispettivamente con le

(10) 2,"(@) = fil=, pi(@), 45 Y5 ¥, ber Y =p)(x),
q,"(@) < filo, gi(@), o), Yss 9, per y)' < q) (),

Se a<Cx<Cb, P(X) <<y, << q,(x) e ¥y, qualunque, e con le

(1) ’ 2@ = fiolx, 1, 9, ps), ), per y,’ =p, (),
a0, () <[5, 415 Y5 G@), y,), - per y, < q, (=),

se a<<x<b, p(x)<{y,<<q(x) e ¥, qualungue. .

Anche questo teorema si dimostra in modo analogo a quello
tenuto nel n. 2.

Bi introducono di nuovo le funzioni ¢, e ¢, mediante le (5), (6),
{7), (8); si considera una coppia di integrali, y,—=m=,(%) e y,=1n,(x),
del sistema ‘

"

) Yo =i
che soddisfaccia alle condizioni
) = hyy  nlx,) = k;

e si dimostra che anche in questo caso sono sempre soddisfatte
le (9).

L/ unica differenza consiste in cid, che questa volta per stabi-
lire le (9) bisognerd partire da x, e procedere verso sinistra, in
conformitad di quanto & stato fatto nel n. 4 della mia Nota citata.
. Per esempio, ammettiamo che in un 2’ di x, <<z <<, possa

aversi

(@) < pi().

(*) Per il ragionamento svolto si vegga il n.3 della mia Nota citata. Si
noterd una lievissima modificazione (da introdursi anche nel luogo citato).






