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Sopra un teorema particolare e sui due fondamentali 
nella teoria delle matrici.

Nota di Salvatore Cherubino (a Messina).

Sunto. - Si ridimostra, indipendentemente dalle nozioni di segnatura e dì 
forma canonica, un teorema dell’A., e si danno due nuove dimostra­
zioni dei teoremi del Cayley e del Frobenius, con applicazioni.

In una recente Nota f) ho assegnato, fra l’altro, un teorema 
sull'aggiunta (ordinaria) di una matrice la cui dimostrazione si 
ottiene considerando la segnatura (Scorza) della matrice ovvero 
la sua forma canonica.

Qui ne espongo una dimostrazione che è indipendente sia dalla 
forma canonica che dalla segnatura e tuttavia è sempre assai ra­
pida. Il teorema riesce così più utile nelle applicazioni (2). Non 
solo, ma esso è tanto più degno di essere osservato in quanto il 
procedimento dimostrativo che qui s’adopra, se opportunamente 
proseguito, dà luogo ai due celebri teoremi del Cayley e del 
Frobenius, fondamentali per la teoria delle matrici (3).

Ecco perchè mi son permesso scrivere queste brevi pagine.

(9 Sul rango delle matrici pseudonulle [questo « Bollettino », fase. 3 
del 1935-XIIIJ.

(2) Una di queste ha avuto occasione di esser fatta da un’allieva del-- 
]’Università di Messina, che cerca tutte le' sostituzioni atte a ridurre a 
forma canonica le omografie di un Sn.

F) Di questi teoremi, e specie del primo, son note varie dimostrazioni. 
Credo che quella di questa Nota non manchi di eleganza, se non propria 
di novità.
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1. Sia A una matrice di ordine n e caratteristica n— 1, A* la 
sua aggiunta, che avrà necessariamente caratteristica uno.

Affinchè A* sia pseudonulla occorre e basta (4) che le sue ra­
dici caratteristiche sian tutte nulle. Scriviamo perciò le equazioni 
caratteristiche di A e di A* :

(1) f(X)== I A — XII = (— 1)"À*4- (— ly-^X«-! 4- ... - (Tn-l-X 4-
(2) F(k) = I A* — ÀII = (— 1)~X« 4- (— 1)"-4- ... — SW-1X 4- .

Ricordando (5) i significati di e di S, si ha

œ„ = 0, S1 = S8 = ... = S„ = 0, ^ = 2^

quindi f(À) ha almeno una radice nulla ed #(À) ne ha n — 1. 
Affinchè #(À) abbia tutte le radici nulle occorre e basta avere 

= 0, cioè che f(À) abbia una seconda radice nulla.
Indichiamo ora con (A — ÀI)* F aggiunta della matrice caratte­

ristica (A — ÀI) di A e teniamo presente che si ha

(3) (A — ÀI)(A — ÀI)* = (A — ÀI)*(A — ÀI) = f (À). I

essendo I la matrice identica di ordine n.
Derivando rispetto a À si ottiene

(4) -4-U)* = r(X).i-(A-xi).^M-xip

e moltiplicando, a sinistra, per (A — ÀI)* :

(5) (A - ÀI)*2 = - f (X). (4  XI)* + /-(X) • 4 - XI)*.

Se si tien conto che per À = 0 (A —ÀI)* si riduce ad A*, e che. 
come ora si è visto, affinchè A sia pseudonulla occorra e basta 
che f(À) ammetta almeno due radici nulle, supponendo ciò verifi­
cato e ponendo À = 0 nella (5), si ha senz’altro che A*2 = 0. Cioè 
si ha il teorema :

Se A è una matrice di ordine n e caratteristica n — 1 la sua 
aggiunta A* è pseudonulla allora e solo che A possegga, (almeno) 
due radici caratteristiche nulle. Se ciò si verifica, il rango di A* è 
eguale a due.

2. Il metodo qui impiegato, opportunamente proseguito, può 
dar luogo al famoso teorema del Cayley.

(4) Scorza G., Corpi 
pag. 158.

(5) Ibidem, pag. 154.

numerici ed Algebre. [Messina, Principato, 1921],
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Invero, derivando ancora la, (3), si ha

/ d d'2l - 2 -u)*=reo -1 - (A—u) ài)*,

(O .... 
ì An—2 dìl~~l
( - (n - 1) (A - XI)* = f <»-»(*) .1- (A - XI) (A - XI)*.

Tenendo conto che gli elementi di (A— ÀI)* sono di grado
< n — 1, derivando ancora una volta, si ha

J/Z —ì

(4")

Da queste (4), (4'), (4") si deduce facilmente la forinola generale

___ 1 rfn-r ^ZL1 
'«■ 14 - 14 " «r—

nella quale s' intende che (A — XI)° = I. Per r = n questa (I) diventa

 

che moltiplicata per (4 — XI) dà subito

 

la quale, per X —0, dà appunto f(A) = O, cioè il teorema del Cayley.

3. Con metodo analogo si può riottenere un altro teorema, 
aneli’esso famoso, dovuto al Frobenius.

Gli elementi di (A — XI)* hanno un massimo comun divisole 0(X) 
di grado q, sicché può porsi

(7) (A — XI)* = 0(X). (A — XI)**,

con la matrice (A — XI)** ad elementi primi fra loro, di grado 
<” R — q — 1.

Poiché f(X) = I A — XII è ovviamente divisibile per 0(X), si può 
porre
(8) f(X) = 0(X) • <?(X),

cp(X) essendo un polinomio di grado -- n — q. Sostituendo que­
ste (7), (8) in (3) e dividendo per 6(X), si ha l’identità

(9) (A - XI)(A — XI)** = (A — XI)**(A XI) = <p(X) -1.

A questa relazione si può manifestamente applicare lo stesso 
proc edimento operato sulla (3), cioè derivare volte di seguito 
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ottenendo forinole perfettamente analoghe. alle (I), (6), (II), con la 
sola sostituzione di (A — XZ)* con (A — XZ)** e di n con . In defi­
nitiva, per X — 0, si ottiene che

= o

quindi che <p(X) è divisibile per il primo membro g(X) dell’equa­
zione minima di A.

Detto M il grado di </(X) si ha

g(A) = g[(A - XI) + XI] = (A - XI)»- +

che, moltiplicando per (A — XZ)** e tenendo presente la (9) ci dà

Fa(,M)(X) a'(X) 1
(10) - s(X). (A - XI)** = - H)»-‘ 4--fr-iy

Orbene, se fosse <p(X) = ^(X) - /(X), con /(X) polinomio di grado non 
nullo, dividendo la (10) per </(X) si avrebbe

r q(-)(X) q'(X) 1(11) -(A- XI)** = Z(X) - (4 - XI)—‘ l]

cioè gli elementi di (A — XZ)** ammetterebbero il fattore comune x(^), 
di grado non nullo, il Che non può essere. Si ha dunque, tutt’ al più 
a meno di un fattore costante, g(X) — <p(X), cioè che l’equazione mi­
nima di A si ottiene dividendo f(X) pel m. c. d. dèi minori di or­
dine n — 1 in I — XZ.

E questo è appunto il teorema del Frobenius.

4. Dalla (6) si deducono
a) Supponiamo che A 

cita j 4-1, sicché

anche le seguenti osservazioni (6).
possegga una radice nnlla di moltepli-

f( 0) = f'( 0) = ... = f(»( 0) — 0, «(0) 4= 0.

Prendendo X = 0 nella (6) questa ci dà 

(12) 
ove

(13)

A* = X-A* = AJ'X

s"'-"(0) 
(n — 1) !

D(0)f(n\0) 
n\

è una matrice non necessariamente nulla.

(6) Anch’esse utilizzate allo scopo di cui alla nota (2).
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Le (12) equivalgono (7) ad affermare che le due matrici

hanno la stessa caratteristica di cioè che le (12) stesse, consi­
derate come equazioni in X, sono risolubili.

b) Indicando con (As)* l’aggiunta di As e prendendo 8si ha

Aj - (A*)* = pi5)* - A-> — I As I - A•*-*, 8 — 1, 2,..., j

ove s’intende che AG = I.
Nella stessa ipotesi dell’osservazione precedente, se si moltipli­

cano le (12), a destra o a sinistra, per (A5)*, si ha

(15) A*. (As)* = (As|*. A* = 0 (s = 1, 2,..., j)

cioè ché le matrici A* ej (^)-r- S0110 mutuamente nullifici.
Di qui, per 8 — 1, 1, si ottiene ancora il teorema del n. 1.

c) Alla (6) si può pervenire in senso inverso a quello impiegato 
nel n. 2, cioè partendo da f(A) = 0. Basta porre A~ (A — XI) XI, 
applicare lo sviluppo del Taylor e poi dividere per A~ XI, che, 
essendo X un’indeterminata, è certo matrice non degenere.

Con ciò, tutte le osservazioni ora fatte, ed anche quella del n. 1 
e le formolo (I), appaiono conseguenze del teorema del Cayley.

Però, gli sviluppi precedenti ne mostrano F indipendenza da 
questa proposizione nonché l’indipendenza dalla nozione di segna­
tura e dalla forma canonica di A.

(7) Cecioni F., Sopra alcune operazioni algebriche sulle matrici. [« An­
nali di Pisa », vol. XI (1909)], p. 12.


