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PICCOLE NOTE 2387

Invarianti proiettivi di una particolare coppia di elementi
superficiali del 2° ordine.

Nota di E. BoMpP1aNI (a Roma).

Sunto. - Dati due elementi superficiali del 2° ordine in S; tali che il centro
di ciascuno di essi appartenga al piano tangente all’ altro si costruisce
ber via geometrica un sistema completo &’ invarianti proiettivi dipen-
denti dai due elementi e da punti rette e piani.

1. Posizione del problema. — Siano dati due elementi super-
ficiali di 2° ordine s, o* di centri distinti 4 e 4% di piani tan.
genti distinti = e =* gecantisi lungo A44%*

E ovvio introdurre le tangenti { e t* coniugate di AA* rispetto
alle tangenti asintotiche uscenti rispettivamente da 4 e da A* (le
tangenti asintotiche di ogni coppia si suppongono distinte).

Con opportuno riferimento proiettivo pud darsi agli elementi
indicati la seguente rappresentazione analitica :-

CA(0,0,0,1); A%0,1,0,0); ma,=0); =, = 0);
Hooy =2, =0); t¥x, =2, =0);

»

x x,\? x,\?
(1) 5) Evf =1, (;c—:) + oy (;:) s
o . » @y, [15)? ®,\®
(] &%) 30; = lsvs (m,) + 1y (1‘2) .

Un cambiamento del sistema di riferimento che non alteri le
posizioni fatte per A, A¥, ¢, t* & necessariamente del tipo:
x/ =a,x,
6)) x,: T= (Qgpily = (g
Ly = Qgas
) = anw, + a,;
nel nuovo sistema ¢ e o* si rappresentano con equazioni analoghe
ad (1) e (2) ove alle I,; si sostituiscano le 1,;’ date da

() as®iiliy = 0,1y Qg sy = B4y,
A aslys == a337lyy’s  @,,85,0, = a1,

11 dott. P. Buzano ha rilevato (’) dalle formole precedenti che

) I=1,lyll, ’

(') Nella Nota: Invariante proiettivo di una particolare coppia di ele-
menti di superficie. « Bollett, Unione Matem. Ital. », a. XIV, n. 2 (1935),
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& un invariante proiettivo di'c e o* (coincidente con uno dato dal
WAELSCH per una congruenza di rette di cui AA* sia un raggio
e ¢ e o* appartengano alle superficie focali); e ne ha dato un si-
gnificato metrico (in funzione delle curvature gaussiane di o e o,
della distanza, supposta finita, 44% e dell’ angolo 7;:\*).

Attesa la natura dell’invariante, un significato proiettivo di
esso sembra desiderabile: e se ne hanno diversi non meno sem-
plici di quello metrico.

Questa ricerca era il primo proposito della Nota : ma mi & parso
opportuno esaurire lo studio degli elementi ¢ e % aggiungendo la
determinazione di proiettivita, correlazioni, punti e rette invarianti
determinati da s e o* e inoltre di un sistema completo d’invarianti
relativo alla coppia ¢ e o* e a punti, rette e piani (cio® dipendenti
non solo dalle /,;, ma anche dalle «,). Tutti questi invarianti sono
ottenuti per via geometrica: la verifica analitica dell’ invarianza,
per mezzo delle (3) & lasciata al lettore.

2. Significato proiettive dell’invariante I. — Indico con ¢ un
piano per AA* (di equazione x; — yax,) ¢ con M un punto di 44%
(di coordinate 0, £,, 0, %,).

Una quadrica che abbia per generatrici {, A4%, t* e tocchi in M
il piano p ha un’equazione del tipo (con : arbitrario):

Lgly == ;‘4 X\, 4 A)q 5 X
A2
le tangenti alla sua curva d’intersezione con ¢ (in A4) coincidono
quando

E 2
(6) / wr (é) = 4,,l;,.

Questa equazione rappresenta una proiettivity fra le coppie di .
punti dividerti armonicamente 4 e 4* e le coppie di piani divi-
denti armonicamente = e =* Sicché:

Le quadriche avenli per generairici AA* t, t* ¢ che producono
su s una sezione cuspidata determinano una proiettivita fra le coppie
dell’ involuzione che ha per punti doppi A e A* e le coppie dell’ invo-
luzione che ha per piani doppi = e 7%: ad un punto M (e al suo
coniugato) corrispondono i piani ivi tangenti alle quadriche dette.

B questa una prima proiettivitq invariante determinata da o e o* ;
una seconda se ne ha scambiando ¢ con ¢* Se ad una coppia di
punti coniugati rispetto ad 4 e ad A% si fanno corrispondere le
due coppie di piani determinate dalle due proiettivitsh si ha una
proiettivita fra le coppie dell’involuzione di piani.
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L’ invariante assoluto di questa proiettivita vale 161 e quindi
fornisce ¢l significato geometrico cercato.

3. Omografie che scambiano i due elementi superficiali. Piani
¢ punti invarianti. — Si considerino le proiettivita (omografie)
che mutano A(4* in A*4), {(#*) in t*%(}). Una di esse ha equazioni
del tipo

Y =b, 75
- Yo = by, + by,
(7)

Y3 = by,

Yo = b, + by,
e muta ¢ nell’ elemento di centro A*

TR LT
Yo b|.3b24 (bm? Y~ + b,, Y-

Affinche questo coincida con % e analogamente affinche il
trasformato di o* mediante (7) coincida con s, dev’essere

b,3bsq _lﬁ bigbyy Ly bbby Uy byb, . ?22

b,? _ln, b42’ lys’ b132 - 133’ b242 _1:4’

Posto b,,b,, = k* si ricava

1 1,y

l , b=k l__’v y— loalss b= Rt S Ll
m

Tl Ly

Le proiettivita (7) soddzsfacentz alle (8) con k, b,,, b,, arbitrarie
(pud farsi k=1 perché & == 0) sono le >o* proiettivita che scambiano
fra loro ¢ e o*,

La retta AA* & unita in questa proiettivita; i planl umtl ei
punti ad essa appartenenti sono dati da '

B b=k

4
1,510,
9 2 11 %44
® H =V,
4 ————
o 2N 1/l lyy?
(19) f =4 =0, (x,) il

Questi piani e questi punti sono invarianti proiettivi di o e o*,

4. Correlazioni nulle determinate dai due eleménti superfi-
ciali. — Le due coppie di tangenti asintotiche di ¢ e ¢* determi-
nano per ogni punto P(,, &, §,, &) dello spazio due piani: cia-
scuno contiene una coppia di rette incidenti complessivamente le
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quattro tangenti asintotiche. Per ottemere questi piani basta pro-
iettare le tangenti asintotiche di ¢* su = ed osservare che le traccie /
dei piani cercati su = costituiscono 1’ulteriore conica degenere del
fascio individuato dalle tangenti asintotiche di ¢ e dalle proiezioni
di quelle di o* I piani proiettanti da P queste ultime sono dati da

(11) lysE e, — §,209)* -+ Lt o, —Eo) =
¢ le loro traccie su x, =0 da
(T33832 + L&t — 2L E L, + L et =0.

Determinata 1’ ulteriore conica degenere del fascio individuato
da questa coppia di rette e dall’ altra I,®,* + l,,x,* = 0 (su 2, =0)
si trova per i piani cercati I’equazione

(12) e, — &, + Ly, — By} =0
ove
{13) L=+ Vl2ll:18 XU

Sicche al punto P viene associato il piano (per una determina-
zgione di L) di coordinate

a, =§&,
(14) ay = L&,

Ay == — LE:

0 == —,.

Queste sono- le equazioni di una correlazione nulla (per ciascuna
determinazione di L) determinata in in wmodo invarianie da ¢ e
da o* (%)

5. Invarianti di un piano o di un punto appartenenti alla
retta dei centri. — Si considerino le quadriche possedenti s o &*
e tangenti in P ad un piano dato: esse hanno in P generatrici
distinte (per le due quadriche in esame) a meno che il piano sia
uno di quelli associati dalle correlazioni nulle precedenti a P.

Una quadrica avente per generatrici in A le tangenti asinto-
tiche di ¢ e tangente in P al piano (12) appartiene al fascio

(B0, —E2) + L, — Eyg)] + 1yEam, — Byg)® + Lp By, — 5020)" = 03
quella possedente in 4 1’ elemento ki ha 1’ equazione
Lty[E i, — Eiw) + LiEaw, — &,)] +

(19) .
+ &[0y, — §,25)* + Ly, — G52,)°]1 = 0.

") I due piani che le correlazioni fanno corrispondere a P si tagliano
nella retta per P incidente ¢ e #*.
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Analogamente la quadrica possedente in A* 1’elemento o* e
tangente in P allo stesso piano ha 1’equazione '

(16) €2, (o, —Ey0)) + LiGac, — Byg)] —
— LE[ly(Eax, — Ea0)? + Ly, —Ey2,)] = 0.

Due quadriche aventi in un punto le stesse generatrici, e pii
in generale due superficie aventi in un punto le stesse tangenti
asintotiche, hanno un invariante proiettivo di contatto ('); esso si
calcola nel modo piii semplice prendendo Y origine di um nuovo
sistema di riferimento nel punto (p. es. posto £, =, =1, con la
trasformazione X==wx, —§,, Y =5, —§{x;, Z="Ex, —Em;) e fa-
cendo il rapporto dei termini di 2° grado. Si trova cosl per questo
invariante

(17) ”‘(é)‘ T o o

El l“ lll3 l“ ll

Questo invariante non dipende proprio da P (che & servito a
costruirlo) ma dal piano w = AA*P. Si ha dunque un invariante
dipendente da o, o* e da un piano y per i loro ceniri; per ¢ piani
imvarianti gia trovati questo imvariante & in modulo =1. Esso &
U invariante di contatto di due quadriche possedenti s e o* ed aventi
in un punto qualsiasi del piano w le stesse generalrici.

‘Se si passa mediante una delle correlazioni (14) dal piano u. al
punto M(0, z,, 0, x,) su AA* si ha da (17) Vinvariante

EAN YU e ).
(18) —(—‘;) lyglss®’ o= =0;

invariante relativo o o, o* e ad un punio M di AA* Esso & in
modulo =1 per i punti invarianti gic frovati.

Se invece si fosse applicata a (17) la proiettivita (6) si sarebbe
ottenuto in luogo di (18) I’ invariante stesso diviso per 16I; e quindi
un nuovo modo di ricavare I.

6. Invarianti di una tangente ad un elemento superficiale.
Nuovo significato di 7. — Indico con a una tangente generica
in 4 a o, di equazioni @, = x, — ax, = 0; analogamente con a* una

(!) E. BoMPI1ANI, Deferminagioni proiettivo-differenziali rélative ad una
superficie dello spazio ordinario « Atti R. Accad. delle Scienze di Torino»,
vol. LIX (1924), § 4, (7). Con una sezione piana per il punto ei si ridace
all’invariante di cui alla nota seguente.
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tangente in 4* a ¢* Una tangente ¢ ha un invariante evidente:
il suo birappoito con una tangente asintotica in A4, con A4* e
con t; per avere un invariante razionale conviene considerare la
coppia di a e della sua coniugata o’ rispetto ad AA* e ¢, 1a coppia
delle tangenti asintotiche e le due rette doppie AA* e £ 11 birap-
porto di queste 4 coppie vale

(10) —a? ;’—Z .
- 1l
Un altro invariante, che non interessa solo s e la retta AA*
ma tutt’e due gli elementi superficiali ed a, pud ottenersi cosi.
Una quadrica qualsiasi avente per generatrici ¢ ed A4* ha in 4
un elemento di 2° ordine

X 1] z\* @,z
a2
X, Z, Xy

Un qualsiasi piano per ¥(u, = kx,) taglia quest(; elemento su-
perficiale e ¢ in due elementi curvilinei del 2° ordine aventi per
invariante di contatto (%)

lll)\
(20) o,

Se la quadrica considerata ha per ulteriore generatrice £* e se
produce su o* una sezione cuspidata dev’ essere A* — 4]
Il quadrato dell’invariante (20) vale in tal caso

1,,21,,1 x,\? :
(21) 4 ““—;:—Aé =4 (5;;) bl (x; = 0).

asln'

E questo un nuovo invariante della coppia di tangenti a e a’
contugate rispetto ad AA* e q t.

Il prodotto dei due invarianti relativi ad una di queste coppie
(0 anche il secondo invariante calcolato per la coppia di tangenti
asintotiche) vale — 41; si ha qui un nuovo significato proiettivo di 1.

7. Invarianti di una coppia di tangenti ai due elementi super-
ficiali. — Si considerino infine una tangente ofx; = ax, — x, =0)
e una tangente a*(x, = a*x, — x, = 0).

Una quadrica avente per generatrici a, AA*, a* ha un’equa-

(!) Due elementi curvilinei di 2° ordine uscenti da un punto con la
stessa tangente hanno un invariante proiettivo di cui C. SEGRE ha dato
un significato come limite di un birapporto.
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zione del tipo (con b e ) arbitrari)
1
) (ax,® — w,2,) + (w320, — @¥?) -+ by, = 0.

Essa produce su ¢* una sezione cuspidata quando sia
22— da*l ) — 41,0, =0.

Si hanno quindi due fasci di quadriche soddisfacenti alle con-
dizioni volute e I'invariante (20) conserva lo stesso valore per
tutte le quadriche di un fascio. Allora:

La somma degli invarianti di contatto (20) relativi ai due fasci
di quadriche aventi per geweratrici a, AA* a* e producenti su o*
una sezione cuspidata & Uinvariante

a*
1200,

Scambiando nella costruzione ¢* con ¢ si ha 1’altro invariante
relativo alle stesse tangenti

a
45 s

11 loro prodotto vale 161 e ne da un nuovo significato.

8. Completezza del sistema di invarianti trovato. — Il sistema
di invarianti trovati & complefo (anzi sovrabbondante) nel senso
che ogni invariante di o, ¢* e di punti, rette e piani & funzione
di essi (anzi di alcuni che verranno ora precisati).

Invariante dei due soli elementi ¢ e ¢* non ¢’& che I. Quando
si aggiunga a ¢ e ¢* un punto, siccome nelle formole di trasfor-
mazione (4) delle I, non compariscono i coefficienti a,;, a,, delle (8)
non potranno comparire nelle espressioni di invarianti che wx,/a,,
Zyfx, per x, —x, =0, x,/x, per x; =0, x,jx, per x,=0. Ora cid
equivale a studiare gli invarianti di (s e ¢* e di) un piano u per A4%,
di un punfo M su A4*% di una tangente @ o a*; ed & ben evidente
che per ciascuno di questi elementi non ¢’® che un invariante
essenziale, Sicch® degli invarianti trovati bastera ritemere, oltre I,
Iinvariante (17) per w e la correlazione (14) che fornisce l’inva-

,riante (18) per M ; I’invariante (19) per a (e I’ analogo per a* op-
pure le proiettivitd invarianti (7) (8) che scambiano s e o).

Se alla coppia o, ¢* si associa un piano si passa al waso prece-
dente con la correlazione (14); e allo stesso caso si ritorna per
una retta individuandola con le sue traccie su =, =* E con cid &
provato 1’ asserto. ‘



