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246 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sui polinomi univalenti.
Nota di N. Obrechkoff (Sofia - Bulgaria).

In questa Nota noi dimostriamo con metodo elementare qualche 
teorema nuovo per i polinomi univalenti.

I. Sia
(11 f(z) = 2 + 4- a2z2q+1 4-... -u anz1lq+1

f(z)
un polinomio arbitrario e sia z0 lo zero di - — che è il più vicina 

all' origine. Il polinomio f(z) è univalente nel circolo
q  

i 01 = ! !"|/qn 4- 1

e lo rappresenta entro un dominio stellato per rapporto al! origine. 
Infatti, si ha:

f(z) = aHz(zq — oq)... (zq — aj, z — re*

p-h <b = arg f(z) = 0 -4- arg an 4- S arg (g« — a„).

Noi studieremo la variazione di quando 0 varia da 0 a 2tu 
Poniamo

— x4,-n. u = pe*<P, — arg (u — 1) ;

se ne ricava facilmente

o — qO — arg do = gdö,
( p sin d'^  • p2 — p cos cp 

tg T7 p COS O — 1 ' dcp p2 — 2p COS 0 4-1’

donde, per p < 1.
- - ___ p < Ét < P

1 — p = do — 1 4- P ’
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Dunque per rq < rk si avrà

qrq <
(4) n — rq = dfì = rk 4- rq '

Dalla (3) e (4) si ottiene

« qr2
<5) dô=

Dalle condizioni del teorema segue

n I »o I = «•
Dunque dalla (5) si ha

ckch. nrqg
dò - aq — rq>

per r < -—= u. Dunque 0 è una funzione crescente di Ô 
yqn -+-1

per r< jx. Sia y un numero arbitrario, ma | y | < Allora F argo­
mento di f(s) — f(y) cresce da 0 sino a 2ir, quando 6 cresce da 0 
a 2n, e questo dimostra che l’equazione

A») — f(y) = o
ha solamente un zero s — y nel circolo | « | < Il teorema è così 
dimostrato.

Il limite |x è raggiunto per i polinomi

s(s2 — zöq)n.
JSTel caso particolare q = l si ottiene un teorema di Alexander (*)• 

Con lo stesso metodo si può dimostrare il teorema seguente :
II. Sia z0 lo zero del polinomio

(6) = 1 -+- «jS’ -+- -+- - + a<^nt\ / zp
più vicino all’ origine. Il polinomio f(z) è p-valente nel circolo

q

yP
qn-i-p*

Il limite (7) è raggiunto per i polinomi

0p(zq — Soî-
Con lo stesso metodo si possono dimostrare dei teoremi ancora 

più generali.

f) P. Montel, Leçons sur les fondions univalentes ou multivalentes, 
Paris, 1933.


