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282 LOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Su alcune identita trigonometriche..

Nota di ANGELO BARzZAGHI ta Milano) (¥).

Considero il determinante

S | i

sewd, ... Lsenw; ... L. senax,

sen"x, . .. ..sen"q; . ... sen"x,
CO8SEy » v v v . COST . .. .5 cOBQ,

|

Sen jey « o8 &, Sen ;- cos &,  sen X, +C0s x, I -
|
l

I sen‘x .cosx, sen®x.cosw, sen'x, «cos x,,

dove ¢ r4+s=n—2 :
Unr caso particolare di D & 41 determinante considerato nella do-
manda « pag. 121 del n. 2 di questo « Bollettino » (Aprile 1935).
Se & n=2m, indico il determinante D rispettivamente con
Alry...2y,,) 0 con B, ...a,,) secondo. che & r=1m —1, oppure & r — m.
Se ¢ n=2m +1 ed r =m, indico D con Cla, .y, ,).
—

. nj—1l g
Indico eon P(x,...x,) il prodotto P P sen ~"—2—~.
j=2i=1

(*) B in risposta alla Domanda n. 2, pag. 121, del numero di Aprile,
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Dico che &

m(m—+1) .
T, gmim —
(— 1) $ 20D P Ry ) = Oy o By )
2m
(%) 218 Gos —5— « P, ... 25,,) = % A, ... 2,,,) se . f} pf’u‘l’ .
%) 2 P tem Bz, ... x,,) se m & dispari,
2m
S, B( ) N .
1 €Ty . Xy,) s€ M & pari,’
S =2 sen —5— - Pla, .. y,) = % e ° paxl,
2 Az, ... 2,,,) s m & dispari.

Ne segue che per b avbitrarvio & Clr .. 2y, = C@®, -+ h, x,,, +M’;

e per It tale che mh +(—1)”‘-:~) sian multiplo di 2r @

Alw, .y, ) = Ble, + Ry @, + ).

Divosrrazioxe. — Osservando le differenze fra i termini corri-
spondenti di due generiche colonne, deducesi che & ) = H. P(x, ...x,);
| essendo P s ) di grado 2 —1 i i &
ed essendo P, ...x,) e Gl ...2,) dl grado # —1 1n sen 5 € cos 5,

mentre A(x,..x,) ¢ Blx,....c,) sono di grado n, deve essere

AP —_— >
(1 ('(a'l e Ly 1) = Coyger * P(“’l xzm+l)a
A‘xl e xhu) = gy - Ha * P(xl o wzw}?

(2 _ :
B, ... 2y,,) = by, + Hy« Py . 24,,),

dove ¢y, 1. Uy, € by, sono costanti: mentre e

x ki v w o :
3) H,={,, -sen —_22 -+ f,k-cos-é—"—’—i- s (k=ua, b),

in cui le f;, non sono funzioni di x,,; e le f; non possono essere
costanti non nulle, perché ciascuna delle 4, B e P & omogenea
nelle funzioni seno e coseno delle 2m variabili x, ... x,,,.

Per trovave le costanti c,,,,. @,,, by, e le funzioni H, basta
uguagliare in ciascuna delle identita (1) e (2), i coefficienti dei
termini di maggior grado in senx, e cosx, nei due membri.

Questi termini in Clx, ... X5,4,), A2, ... %5,) € Blx, ..x,,) sono
rispettivamente

(4) B{wl oo xzm) -sen™! Ly 4y * COS x‘un;!—l’
(5) Com—1" P(xl o x””‘])} sen”—! Xy, = COS Ly, -,‘?'"
(6) (— 1"m+l * Cy—1 * P(’IJ, o me—l) - sen™ Lom

Per trovare i corrispondenti termini nello sviluppo dei membri
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2m @€, w
a destra di (1) e (2), si osservi che nello sviluppo di P sen —%——
i=1
2m—-1 Xy, — &; L. .
e di Psen **5— essi sono dati rispettivamente da
i=1 z
2m
20y, 0 — 2 X;
~ 1
(—1)™. S7a= 008 53 >
e da
h 2m—1
(2nme— D, — 2
N 1
(— l'nl——l ‘)2“‘_ « Sell 2 v .
# quindi nello sviluppo del membro a destra di (1) sono dati da
. w1
) : (= )™+ 55a=1 " Comar * DXy @y, )+
. 2m 2m
Sx; S

1 1
- {eos (mix,,, ) cos —— +sen (1 py) + 5€N ~5— |

e in quello delle (2) sono dati da

. 1
(?’) ‘—-l)m'§2—m:7‘kzm°P('Tl"‘w2m—l)'

2m—1 2m—~1 |
y X ) €X;

1 1
- [ cos{may,, )\ [y cOs 5 ~+ fopesen -

2m—1 2m—1
I o I

: 1
—+ sem (mx,, ) \ [, sen 5

per ky, =a,,, by,. E ricordando che
[ per m pari &

m-—2

sen (M, ) =(—1) 2 .27~l.sen”'g, .cosux,, + P,,

m

cos (nix,,) = (—1)% . 2"~1sen™ z,, + b,,

(49 )
per e dispari o

m—1

sen (i, ) =(—1) ? .2n—1,gen" ®,,, 4+ Oy,
m—]

cos (m,,) =(—1) 2 2n1, sen” g, . cosx,, + b,

dove le & souo di grado minore di m in senw,, e cos &y, , dedu-
cexi dalle (). (6) e (8) che per k, -—a,, nella (8) & nullo il coeffi-
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ciente di cos (ma,,,) o quello di sen (ma,,) secondo che m & pari
o dispari, e uno dei due coefficienti & uguale ad 1; mentre per
Ky, = by, & nullo il coefficiente che prima era uguale a zero,
viceversa. Si ha quindi, per m pari:

2m—1 ’ ‘ 2m—1
) X; = X;
1 1
fia = fas = sen g s fio=—fra=1c08 ~ 5
e per m dispari:
2m—1 Mm—1
2w, 3w
_ . 1 _ i
fm.._—fz,,__.b08“~§*~, ’ flb—fza:sen"ﬁ_a
ndd
ed &
m—2
2 .
10 S (— 1) « 2% Cym—1 PEE M pari,
( ) azm — Yem m+1 )

(— I)T- 2m.¢,. . per wm dispari.

Deve inoltre essere f;, =0, perche si & gia osservato che f3; non
pud essere una costante non nulla e che Hyx, .. x,,) deve essere
simmetrico nelle variabili x, ... 2,,.

Ricordando .anche la (3) deducesi

2m .
o,

— co8 12 pér m pari,

H,(, ... €qp) = ¢ om
/ 2 .

1 . N

| sen -5~ per m dispari,

(11

2m
. 2

1 .
5~ per m pari,

sen
Hyx, ... %5,) = o2m
S,

— cos —‘2— per m dispari.

Dalle (2), (4), (7), (9) e (11) deducesi

[ me2 v
(—1) * <gm-Cumsa Per m pari,
12) b’m = m—1 . )
(—1) 2 . G * Cama POT m disparis?

o quindi per la (10) & =
o Comar = (1) 1 2% < Cp s

v

o .
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ed osservando che & ¢, =1 deducesi

1)
(13) Coppy =(—1) 2 .2tk
e quindi &
(14' MZm = me = zm? .

Dalle (1), (2), (11), {13) e (14) deduconsi le (%).

OSSERVAZIONE. — In modo analogo si dimostra che per n=2mnt+ 1

ed r=m—1ea

7,: Jom +1 2m+1
(_ 1)_ Q-1 ¥ o8 X; 4+ Cos >
1
per m pari.
D(x,...x ) =" ]
Lo Wggy ) =— —
= —-1 " m—1 2mi+1 2m4-1

1

1

per e dispari.

ecperw=—2m+1tled r=—=m+12o
}

m—4-2

2041

per aie pari.

» (-ﬁ e Fr) = m—1" Zn41 2m4 1
N - <M
(—1) 2 .2wttm—1, [ T cosx, +cos T &
1 1

3 ’ Imat
2 L omttm—1,] % 4 S 3 . .
(—1) i+ I CO8 X; -— (oS % ;] Plaey o i)

per e dispari.

x; | Plaey .y, )

FT . gmme : S '
(—1) -2""' Pl X cosa; — cos X o <Pl ..y, )

1} . P(xr-'-/”zmﬂ) ‘



