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Su alcune identità trigonometriche.
Nota di Axgelo Baiìzaiihi (a Milano)!*).

Considero il determinante

1......................1...................... 1
seu:»i.............sena;,............... sena;,,

sen’’æi.............sen’'a;,- .... sen'- a;,,
cos æi cos os, ... . 7 cos a;„ 
sen x1 - cos a;, sen xt -cos x{ sen xtl • cos xn

I sen’a;,, cos a;, sen' a;, - cos a;, sen' x„ . cos xH

dove è r -+- s = n — 2.
Un caso particolare di D è il determinante considerato nella do­

manda a, pag. 121 del n. 2 di questo « Bollettino » (Aprile 1935).
Se è n■ = 2m, indico il determinante J) rispettivamente con 

A{.i-1...xSlJ o con B(x{ ...xtm} secondo che è r = m — 1, oppure è r = m.
Se è n — 2m i- 1 od r — m. indico ,D con C(x, ... x, . ,)

Tndieo con ^(a;, ... a-„) il prodotto
i=-2i=l 2

(:?) È in risposta alla Domanda n. 2, pag. 121, del numero di Aprile.
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Dico che è

( 1) "* • • P{Xx ... *^2m41h
2m
Î D, . _ ( - «2») «e m» è pari,

M J cos 2 ' aÌ8’n ( B{xy... æim) se m è dispari,

“ , ( B(xj... «t J se m è pari,
— 2ln3 sen —• 1(x, ... xin)l = j A, . -j.2 1 ìwz/ ( A(Xj ... cvz^) se m e dispari.

Ne segui8 clic per li arbitrario è C(xl... xim+ J = C(xl 4- h, ^„l+1 4- 7$;

e per // tale che mb 4- (—D " - sia in ni ti pio di 2tt è

jdlXj ... — P(«^i 4- lì,... XilH 4- 11).

DimostRAZIONE. — Osservando le differenze fra i termini corri­
spondenti di due generiche colonne, deducesi che è 1) H*P(xl... xn) ;

, Er Xi
ed essendo P{x1...xì(} e (l)x}...xn) di giade il — 1 in sen e cos-^-, 

mentre A\xx...xn} e B{x1...xn) sono di grado n, deve essere

(1| CO’, ... x2n>_hì ) — j • P(xì ...

^2| • A(xJ ... Xit)() — (l2m • ^6 • ••• ^ììp)'
ß(#i ... xtJ = b2lll. Btz • -P(*i - «2m)5

dove cï/rt4_1; e sono costanti; mentre è

(3) Hk = fìk. sen 4- f2k - cos 4- f8i, (fc = a, 6), 

in cui le fik non sono funzioni di x2lll; e le f9k non possono essere 
costanti non nulle, perchè ciascuna delle A, B e P è omogenea 
nelle funzioni seno e coseno delle 2m variabili xl.../x2in.

Per trovare le costanti cm4.1? a2ill, b2m e le funzioni Hk basta 
uguagliare in ciascuna delle identità (1) e (2), i coefficienti dei 
termini di maggior grado in sen xn e cos xn nei due membri.

Questi termini in C(xì ... A(xx... xim) e B^r — ^w) sono
rispettivamente
(4) B(x1... xiM) - senm"‘ • cos .x2m4_15
(5) cìm_i - P(xt ... x2llf-À-sen"»“1 xiw - cos xtm,
(6) (— 1)*-K . clm«r P(.A ...a?2w-i)-senw»a;lm.

Per trovare i corrispondenti termini nello sviluppo dei membri
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-Wt x _ x
a destra di (1) e (2), si osservi clic nello sviluppo di P sen - ---- -

»=12m— 1 x x,
<■* di P sen —1 essi sono dati rispettivamente da 

i—I -
2m

2niximA_1
(— 1)* - • eos----------Z---- 1—’

2m—1
S a:,- 
1

e da

< L - 2--_r-sen
2

e quindi i ielle sviluppo del membro a destra di (1) sono dati da

(7) i . —- . c ' O 2m—1 1
2 m

cos (ma;ÌH1+1). cos 4- sen

P(xl... x%w/) •

Ï Xi
• sen,

e in quello delle (2) sono dati da

•S) <— !)” -2^=1' •-?(«•) -•»sm-l)’

2m—1 2m—1 x
/ - \

• co6(wxtw).^fu..cos —:-g— ■+■ f,k- sen -1.,- ] ■+-

/ 2m—1 2m—1 \ ‘
/ - x{ 2 xA

-+-sen ^4,,-sen ------/'?z • cos L J ,

per kim:=aittl, b2m. E ricordando che

I per M pari è

Ì
sen |ioîw) — (— 1) 2 • 2^-r. sen”1“1 xSm • cos xSm 4- dq,

cos (m.x2/J — (— 1 )2 • 2w*~1 senw xim 4- <l>2.

(
e por m dispari è

sen ( mxìm) = (— 1) 2 - 2"i~1. sen"' xiM -+- <1>3,

cos (m.r2m) = (— t) 2 - 2W~1. senw—1 x2m - cos xim 4- <1>4, 

dove le <k>. sono di grado minore di m in sen e cosæîm, dedu- 
cosi dalle (5|. (6) e (8) (die per kitn = atnl nella (8) è nullo il coeffi­
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ciente di cos (mx2m) o quello di sen (wr2m) .secondo che ni è pari 
o dispari, e uno dei due coefficienti è uguale ad 1 ; mentre per 

è nullo il coefficiente che prima era uguale a zero, e
viceversa. Si ha quindi, per m pari :

2m-l 'à-I

- Xi
fi« = fib = 8en ”2 ’ flb = ~~ A« = C08

e per m dispari :
2m—1 1

2 Xi
f ia fib cos > /’I6 = fs« = 8en-i2-,

ed è
I m—2
\(— 1) 2 .2"‘. ctm^ per ni pari,

(10) ^2in   ^Lm j m+l
r (_ 1) 2 . 2m • c2m_! per m dispari.

Deve inoltre essere fik = 0, perchè si è già osservato che f3k non 
può essere una costante non nulla e che Hk(xl... æ2m) deve essere 
simmetrico nelle variabili xx...x,m.

Ricordando anche la (3) deducesi

1
2m .
%Xi

— cos —per m pari,
Ha[xi ... Xim) ( 2m

I 'ZXi
\ sen per m dispari,

(ìl) / 2»H

. 2^
111 sen __ per m pan,

H(,(x 1 ... æ2m) — \ 2m

! — cos per m dispari.

Dalle (2), (4), (7), (9) e (11) deducesi
I ^-2 7..

U—1) 2 Per m Pari’
(12) 6ìm < m—t

(-1)1 -gs • Pet «• dispari,^

e quindi per la (10) è
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ed osservando che è — 1 deilncesi
1)

I IB I ctm+1 = (- 1)~~ ■ 2««*+»,
h quindi è
<14' «2M = ^ = -2“a.
Dalle (1), (2), (11), (13) e (14) deduconsi le (x).

Osservazione. — In modo analogo si dimostra che per 1
ed r = m — le

per n

1) {xY... — \
•=m—1 i

.P(«l
i-lp' 2mf 1 2m+1

- COS X?- -+- COS 2 X’; •
1 1

per hi pari.
2m-el 2m-4-l

» - COS x- cos ï X.;
1 1

per ,// dispari.

HI—1
I 2 2—I

2m-|-1 2m41
- COS Xj---- COS S Xf

1 1

per hi pari.
2m+l 2m-i 1

S COS X; COS 5 Xf
. 1 1

• P(xY... æîw+l)

per m dispari.


