BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA
ITALIANA

LETTERIO TOSCANO

Una equazione a matrice
circolante

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie
1, Vol. 14 (1935), n.5, p. 293-296.

Unione Matematica Italiana

<http:
//www.bdim.eu/item?id=BUMI_1935_1_14_5_293_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale &€ consen-
tito liberamente per motivi di ricerca e studio. Non é con-
sentito 'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tut-
te le copie di questo documento devono riportare questo
avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim. eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1935_1_14_5_293_0
http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1935_1_14_5_293_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione
Matematica Italiana, 1935.



PICCOLE NOTE ‘ 293

Una equazione a matrice circolante,

Nota di LETTERIO ToscANo (a Messina'.

Sunto. - Si considera una particolare equazione a matrice circolante e si
dimostra che essa si riduce a un’equazione binomia.

1. Sia data V' equazione a matrice circolante
{

! «, @, By oo Gy . G, — 2k
! a, a; a, ..., —»k a,
| ' Y = )
i Uy o — 2"k @y Wpms
Wy — "k «, Ay oo Wy Wy

i
con x radice e (ell’ unita, e si cerchino in questa nota le sue
m radici (1) .

Essa pud scriversi

Ay — 2k «, Uy oer (pys B

| @y G — "k @y a, Wpesy ‘
. C Gy a, @y @, — 2 @,

| a a, @ ... G,y (g — 2k |

ed ancora

L @, —k a, Ay oo Gy @,y

@, — k Ul cor Ky 3. Ay

Ay

|
I m—2 m—2 m=2 m—2 m—2
Poan T2, Mg, M2, M, — K a™ T,
i

wm=lq, ™ Tlg, A" Tlgg . a™ g, @, —k

Considerato ora il determinante

@

m O Gy Qs Gy
Cpy @y Oyl 3 @, ,
C=!. - « « v v v o .
{ ) a,
: a, Uy Ay oee By @ |

(1) Questa equazione si &.presentata in ricerche sugli Operatori permu-
tabili con la potenza di uno speciale -operatore lineare, « Rend. R. Acca-
demia Nazionale dei Lincei », seduta del 16 Giugno 1935.
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si osserva che sono uguali gli elementi della diagonale principale,
¢ che sono pure uguali fra di loro gli clementi disposti su una
parallela alla diagonale principale.
~ 8i denoti con
L oseoes 4]

il minore diagonale di ordine # in C, formato con le orizzontali e
verticali di indici 4,, 4,,..., ,; visulta facilmente ’

[0 Gaeve )=+ Lt L o+ =[G4 2yt 2 o+ 2] =
==+t jo+ b j+ 1]

dove a ji+1t (I1=1,2,.., 7 maggiore di i s intende sostituito un
numero minore di m, congruo di j,-+f rispetto ad .,

Infatti per j+t<<m la cosa & abbastanza evidente in quanto
i minori risultano uguali anche nella distribuzione degli elementi,
& per ji-+1t>m basta eseguire le stesse operazioni di trasposizione
Su convenienti orizzontali e verticali per riottenere Ia stessa forma,

Si presenta ora da risolvere la seguente questione :

Dato un minore diagonale di ordine

[Jl’ .727"'? JT]’
quanti sono gli altri minori diagonali dello stesso ordine ad esso
uguali ? ‘
Basta vedere per quale valore di # (con la convenzione am-
messa su g, £ m) il minore

[+t g+t 4,4 1]
riproduce il minore
[ Jaseees Jok

tenendo presente che questo minore non muta per l'ordine delle
jl? .]2’"'? -77"

Per t=m si ha una prima ed evidente soluzione : ma possono
presentarsi valori di £~ per cui si riottenga il primitivo minore.

Cosl se

St t=js, Jo+t=j;, .., Jrea+t=j,, j,+t=j,

risulta

Ch+t=jy =g, — =4, — Zt:js—3t‘:..‘.:jr—(r—2)t:jl-(1'-—1)15

¢ quindi, esclaso il caso £ =0, deve essere rt =m, da cui t:;.

Pertanto: se m —=»v, per f=v si ha un gruppo di v minori
dingonali uguali di ordine s
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Se j 4+t jo+1t.., j.+1t si mutano in j,, j,.., j, ad s ad 8
(attraverso s elementi) con s divisore di 7= si ricava che deve es-

. m
sere st —=m, da cui t::—;.

Pertanto: se m = sv, con s divisore di 3 per t=v si ha un
grappo di v minori diagonali uguali di ordine 7, o pilt - gruppi.
" Negli altri casi di corrispondenza tra j, 1, j, + % .., J.+t
€ jis Jayers Jp, noOM & possibile trovare nuovi valori di t, percheé
operando su j, + ¢ si ritorna a j; dopo p operazioni e p non & co-
stante al variare di L ) e

Si conclude allora che se m ed 7 sono primi fra di loro tutti
i minori diagonali di ordine # coincidono a = a #t; se =1V i
minori diagonali di ordine r coincidono a m a e, eccetto un solo
gruppo di v minori coincidenti; e se m =sv con § divisore di 7,
tutti i minori diagonali di ordine » ‘coincidono pure.a W a M,
eccetto un solo gruppo di v minori coincidenti, o pitt gruppi.

2. Si riprenda ora 1’ equazione a matrice nella sua ultima forma
e si sviluppi secondo le potenze di — k. Per cose note si sa che il
coefficiente di (— k)"~ & dato dalla somma dei minori diagonali
di ordine r del determinante

s

«@ @, Ay vee Qg Uy

n

i lam-—l ’.7.((:1" ow”l s aa’m—i “am—z
e R O PO

=2 m—2 M2 M2 W2
* a, % Az % Ay oee a,, % a,

m—1 m=—1} m—1 m—1 : =1
"X ay % a, & g oo % Ay % @,

facilmente dedotto da C. ' .
Se m & primo con 7 il coefficiente diﬂ(—‘k)“‘—”vé dato da somme
del tipo '

ittt 4 o+ 1 e A 2D Fuseers Gols

e siccome la somma entro parentesi & nulla si conclude che & pure
nullo il coefficiente di (— k)"~ ‘ )
Se m = 1v il coefficiente di (— k)"~ & dato da somme del tipo
procedente e quindi nulle, pii-V espressione
5

ittt or e e 00D s ;‘.f, il

Ora & & radice m = rvesime dell’ uniita e ar=p & radice v=i" ‘del-
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I’ uniti ; ma

’

148484 .+ 8-1=0,

e quindi anche nel secondo caso il coefticiente di {(— k)= & nullo.
Se m —=sv, con s divisore di », come al-primo e al secondo caso
si trova che il coefficiente di (— k)~ & nullo.
La equazione assegnata si riduce pertanto. at

@, G Q.0

1

m—2 Mo 1 ‘
|

1

!

am——l (”m a’] a’m* 3 am_z
(— Y - genZanB o 2ym—10 0,
; My o, .., «,
| a  ay ayq,, a,

o poiche xeafexd | ™2™ —1l — 1, essa pud aneora scriversi

@, e Qg .a @, «,,
s a, Uy by ... Q, a,
(— R =12 s — 0.

}
a‘m—l am @y . “’m—s “’m«—-z l
Qa,, & ay...4 !

Moo 2 a’m—— 1

Il precedente determinante circolante {a,, a,..... @,) & dato da (')

w
_4»L—1Mm—2_l
(=12 ol e pla,,),

essendo %, %y, ... 2, le radici s dell’ unita. o
19 2 e

Ud) == Ay = G+ A2+ .+ Gy T

cosl risulta

» m(m—1)

k= {— 1)1—2_’(— 1’ 2 ?{“1)?(“2) ?(“m)'

, . lm, mm —1) . .

Inoltre P espressione 2 S & sempre pari, e quindi si

conclude in definitiva che la data equazione a matrice circolante
si riduce alla binomia

B = gl )3(%g) oo (),

le eni radici si sanno determinare.

() K. Pascar, I Determinanti {Hoepli, 1923), pp. 113-114,
{ P Pl



