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14 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Relazioni tra volumi e superficie di rotazione 
intorno ad assi paralleli.

Nota di Giacinta Andruetto (a Torino).

Sunto. - Viene stabilita una relazione assai semplice tra i volumi gewj- 
rati dalla rotazione di un’area piana, intorno a due assi paralleli. 
situati nel suo piano e che non attraversano l’area. Una relazione 
consimile sussiste per le superficie di rotazione generate da una curva 
piana che ruota intorno a due assi paralleli.

Se un’area piana ruota di un giro intorno a due assi paralleli, 
giacenti nel suo piauo, e che non F attraversano, genera due vo­
lumi tra i quali intercede una relazione assai semplice, che non 
ho visto finora esplicitamente osservata nè nei migliori trattati 
nostri di Analisi (Bagnerà, Boggio, D’Arcais, Tubini, Bicone, 
Pincherle, Severi. Vivanti, ecc.) nè in libri di Esercizi (Fubini- 
VIVANTI, VIVANTI—SlBIRANI, ErENET, TISSERAND, eCC.).

Una relazione pure assai semplice sussiste tra le superficie 
generate da un arco che ruota di un giro intorno a due assi pa­
ralleli. Le due relazioni ora accennate si possono dedurre facil­
mente dai teoremi di Guldino, ma qui preferisco darne la dimo­
strazione diretta, che è estremamente semplice.

1. Consideriamo nel piano Oxy un’area or, che non attraversi 
V asse Ox, e calcoliamo il volume V da essa generato colla rota­
zione di un giro intorno all’asse Ox.

Per semplicità supponiamo che le parallele all’ asse Oy taglino 
il contorno C dell’area in due soli punti; allora se diciamo P e Q i 
punti in cui la Parallela ad Oy condotta per un {punto generico M 
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di ascissa x incontro C, il volume V risulta notoriamente dato 
da (fig. 1):

b
( t) V = ir l(MQ- — MP'}dx.

Facciamo ora ruotare l’area cr intorno ad una retta r parallela

ad Ox. (die non attraversi l’area, ed in guisa (die l’area ? sia con­
tenuta nella striscia limitata dalle due parallele x ed r.

Il volume Vj generato in tal modo risulta analogamente dato da : 
b

T, —— A'Q2|dx :

se / indica la distanza delle due parallele x ed r si può scrivere: 
h

(2) V, =-/[(( — MP}: — (Z — MQX\dx.

b

— J/Pl ~pÌQ- — MP'\\dx.

od ancora, per la (1):
b

V,=2% ifPQdx—V,

e poiché l’integrale (die qui figura vale l’area si ha:

perciò: la sot a aia dei colitini generati dalla rotazione di un’area 
piana intorno a due assi del suo piano, fra loro paralleli, che non 
attraversano l’area e giacciono da parti opposte dell’area, è eguale 
all’area data, moltiplicata per lu circonferenza avente per raggio la 
distanza dei due assi.
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Supponiamo ora che gli assi x ed r siano situati dalla stessa 
parte dell’area a: in questo caso il volume Vl risulta dato, non

più dalla (2). ina da (fig. 2):
b

i', —— h- - IMP —

cioè 
b b

r, =.■

ossia
F—ri = 2~/.7.

perciò: la differenza dei volumi generati dalla rotazione di un'area 
piana intorno a due assi del suo piano. fra loro paralleli, che non 
attraversano l’area, e giacciono dalla stessa parte delibi rea, è eguale 
all’area data moltiplicata per la circonferenza avente per raggio la 
distanza dei due assi.

2. Proprietà analoghe a quelle ora stabilite si hanno per la . 
superficie di rotazione generata dal contorno C.

Limitandoci, per brevità, al caso della figura 1, la superficie S 
generata dalla rotazione, di un giro, del contorno C intorno al- 
l’asse Ox, vale, come è noto :

« — 2- j MPds 4- 2i^MQds,

essendo il primo integrale esteso all’ arco HPK, ed il secondo esteso 
all’ arco HQK.
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La superficie S 1? generata dalla rotazione di C intorno all’asse r, 
vale, analogamente

<S\ = 2^1 NPds -+■ 2ItI NQds. 

cioè
8, =2^(1 — MP)ds -+- 2Tcj(l — MQ)ds,

Sl = 2rtl'C — S,

ove l e la lunghezza del contorno ^0.
Ne segue : la somma delle superficie generate dalla rotazione di 

una curva piana intorno a due assi paralleli del suo piano che non 
attraversano la curva e giacciono da parti opposte di essa è eguale 
alla lunghezza della curva data moltiplicata per la circonferenza 
avente per raggio la distanza dei due assi.

Se invece i due assi stanno dalla stessa parte della curva, allora 
invece della somma delle due superficie interviene la loro diffe­
renza, e si ha un enunciato perfettamente analogo al precedente.


