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PICCOLE NOTE

Un teorema sulle equazioni integrali non lineari.
Nota di Giuseppe Scorza Dragoni (a Roma).

Sunto. - Ih questa Nota viene dato. per un’equazione integrale lineare o 
ti oh. un teorema circa V esistenza di un’unica soluzione.

In questa breve Nota mi propongo di mostrare rapidamente 
come un ragionamento, già da me usato (‘) per dimostrare che

li i nazione integrale
b

(li ?(«)—/ *(y)}dy  — g(x) («■ < b )

(*) G. Scorza Dragoni, A proposito di un teorema di Golomb sulle 
equazioni integrali non lineari [« Rendiconti della Reale Accademia Na­
zionale dei Lincei », serie VI, vol. XXII (1935), pagg. 385-392].

Il ragionamento in discorso è ispirato ai metodi ideati da Caocioppoli 
per lo studio di problemi non lineari in analisi funzionale.

(2) Naturalmente tutte queste ipotesi di continuità non sono stretta- 
mente necessarie.

(3) Naturalmente f(y, u) e fur(y, u) sono continue ir < ò, — oo <C 
<u <4- <» ; g(x) lo sarà in a<æ<ô.‘

ammette una ed una sola soluzione, se il nucleo k(x, y) è continuo (-). 
si inmetrico e semidefinito positivo e se la funzione f(y, u) è continua 
insieme con la g(x) e la fu'(y, u) (3), riuscendo

(2) fu'(y, w) < a < x,

dove a è una costante positiva e )< è il primo valore eccezionale 
(autovalore) del nucleo k(x, y),

si presti, con lievi varianti, a stabilire anche che:
La (1) ammette una ed una sola soluzione, se k(x, y) è continuo, 

simmetrico, indefinito e se, ferme restando le ipotesi rimanenti, la (2)
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è sostituita dalla
? < fu'iy, u) < a,

dove a e Ö sono dns costanti che soddisfanno alle

(3) jx < ß < 0 < oc < X,

se À e a sono rispettivamente il primo valore eccezionale positivo ed 
il primo valore eccezionale negativo del nucleo k(x. y).

1. In virtù dei risultati di Caccioppoli, ricordati nella mia 
Nota citata, la dimostrazione di questo teorema si spezza nella 
verifica di queste due circostanze :

I) Il teorema è vero, ss la {1) si riduce ad essere lineare, se 
cioè f(y, u) è della forma p(y) • u ;

II) Posto, per ogni funzione <&(x) continua iu a " x -< b.
b

a,(«))Idx

e 
b

— a{x) v- </{.,•} — Ik(x, y)f\u, r 1.71)<///.

da <r|J —* -H co segue max i -4- oc.

2. La risolubilità della
b

?(•») — I k(x, y)p[y)*(y}dy  = y|x|.

quando
(4) ? < < a,

sarà assicurata non appena avremo visto che, nelle ipotesi poste, da 
b

• (5) — / k[x, y)p(y)^y}dy = 0

segue identicamente
(6) c&(aj) = O
per la funzione continua cp(æ).

A questo scopo poniamo

p^x) =p(x), se p(x) > 0 ; PÀ^) = 0, se p(x} < 0 ;
pi(x)=pi(x) —p(x);

di guisa che, per la (4), le due funzioni continue p^x) e p^x) ve 
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rificano le
(7) L,

mentre la (5) diventa 
6

(8) -^x) — i k(x, y)(pt{y) — pAyìMyjdy — 0.

E moltiplichiamo la (8) per (pA^) pz(x)^(x)^\p(x)\^(x), inte­
grando poi rispetto ad x ; otteniamo così, tenuto conto della sim­
metria del nucleo k(x, y), 

b b b

(9) lpl{x)^'(x)dx —11k(x, y)pl(x)^(x)p1{y)^(y)dxdy -+-

a a a
J b ■ 66

<-+- lp2{x)y '(x)dx 11 k(x, y)p2(x)^(x)pi(y)^y)dxdy — 0.

Ma, per le note proprietà di minimo dei valori eccezionali di 
un nucleo simmetrico e per le (3) e le (7), 

bb ’ b
11 k\x, y)p1(x]^(x)p^yj^yjdxdy < y jp^(xj^xjdx — 

a a et

, b b
OC IpAx) oc 1'

— ÿ I - — Pi(x}ç2(x}dx < p^x^xjdx ;

b b b
11 à- y)pAxk(x)p2(yi<b(y)dxdy > - Jpt*(x)<f> ‘(x)dx —

b b
— p^xy^dx > — E l’pt(x)<ft(x)dx ;

qliindi il primo membro della (9) è non minore di
b b

- — yj Ip^xj^xjdx PAX)^2(X)^X 5

e perciò, date le (3) e le Pi(x)y2(x) > 0. p^xVfix) > 0, non si annulla 
se non a patto che si annullino identicamente i prodotti Pi(æ)<p(œ), 
p2(x)^(x). '

Ma allora dalla (9) segue che è identicamente nullo il prodotto 
p(&)o(æ) ; e la cf dà senz*  altro che è verificata la (6), come vole­
vamo dimostrare.
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A questo scopo osserviamo che —- modificando ove occorra g(x\ — 

è lecito supporre f(x, 0) = 0 ; di guisa che si può porre

fix. M) = p(.rty(j»)

con p(x) continua e data da

!>(■'') = fui*,  q(xy^.<p io //i.r) < i).

(*) Si noti che dalle (10) segue che f(x, ¥;(&)) è una funzione continua 
di x ; l’integrale scritto ha quindi significato.

(2) Si noti che q>t(x) e Pz(M), pur potendo non essere eventualmente 
continue, sono pur sempre limitate e sommabili.

Definite allora le funzioni pt(x) e ) in maniera analoga a 
quella tenuta nel numero precedente, di guisa elle continuano ad 
essere soddisfatte le (7), poniamo

?i(«) — ?(«)• se f(x, > 0 ; oja?) — 0. se f\x. 1 < 0 :
• ?»(«) = ?(■«) — ç>|(oj):

di guisa che

, ?>(«)»»<«) — 0 : — p,{x]^x) ; p^xfj^x} — p,(xYfM ■
(10) / - ftX’ =2h(i4h(«) : fix, o.») - - :

i. f[x, <pi(«))f(a?, «.j(a5)) = 0: f(x, ^(o;)) — f(x, <p,(xe))4- f{x.
I f(ar, , — I f(x-, ÿi(«)) I 4- ’ fix. o.(æ)) .

Di qui appare fra l’altro che, se
b b

(11) •X»)=î.O ÿ»(«) —/tyx, y)Pi(?/hi(yWy 4-^M. yip,<y)?,(y)d?/.
tt tt

allora la max ^(a;) |-*  +• oo è perfettamente equivalente alla

(12) max ! -}(#) i —* oc :

e che, se
b

^,[?ï(«)J — ) if(«. ^{x))\dx (’) fi — 1. 2).

allora a = Gj + a, ; di guisa che, dimostrare la II) equivale a di­
mostrare che, se
(13) Oj -4- (Tg —-f- oc?

allora è verificata anche la (12).
E moltiplichiamo la (11) per à(A)îi(M) 

ed integriamo rispetto ad x (-).
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Avremo, come si riconosce con ragionamenti analoghi a quelli 
Unititi nel numero precedente e ricordando la prima delle (10), 

b

(14) *-  Pi^z[x}]d.c >

b b
>• (l. — fp^x^^xjdx (1 — ipt(x^.K)dx.

Rammentiamo ora che, in virtù di un ragionamento noto (*),  
b

(♦ = 1, 2)

è un infinito d’ordine superiore rispetto a 7-, se <rt. —> 4-oo.
Di qui segu<; facilmente che anche

/ y.\ - / ß\ -(1 —+ ji)’»
è un infinito d’ordin<‘ superiore rispetto a 7. 4- 7». se è verificata 
la (13) e la (3).

E di qui. dalle
b

7.|'■?>(«)I — /1P,lx)y,(x) \dx (i = 1,2)

(conseguenze delle (10)) e dalla (14) si trae subito che, se è verifi­
cata la (13), allora vale anche la (12).

(0 II ragionamento è di Caccioppoli ; circa la sua applicabilità al caso 
attuale, cfr. la ultima delle note poste a piè di pagina nel mio lavoro 
citato, al quale lavoro rimando anche per le indicazioni bibliografiche.


