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8 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sui coefficienti della tangente e sui numeri di Bernoulli.
Nota di Letterio Toscano (a Messina).

Sliuto. - L’Autore richiama le proprietà dei suoi numeri Ars, definiti dalle 
posizioni

Arl = 1, Arr — 1, Arg — 0 per s > r,
Ars = sAr— A, 6. -+- (r — s -i- 1) At—A, ò—1,

e ricava con essi due nuove espressioni dei coefficienti della tangente e dei 
p/umeri di Bernoulli.

1. La ricerca della somma delle particolari serie integro-geo- 
metriche (J)

Vx 2rx2 -4~ 3'a? -I- ... 4- hrxk ■+■ --,

con r ed x positivi e x < 1, mi ha condotto all’introduzione e 
allo studio del triangolo numerico

^21 -^-rr

^31 ^sr ^33

Â'r3 Arr

di

i cui elementi sono definiti dalle posizioni

Ar j =x 1, À-rT = !,■ 
A (S = + (r-s + 1)A,._

V) L. Toscano, Sulla somma di alcune serie numeriche (« The Tòhoku . 
Mathematical Journal », voi. 38, 1933).
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Alcune proprietà dei numeri A,.n che riporterò dal mio citato 
lavoro, sembrano notevoli ; da esse è possibile ottenere due nuove 
espressioni, semplici ed eleganti, dei coefficienti della tangente e 
dei numeri di Bernoulli.

2. Per i numeri A,, valgono le proprietà

(2| - A,.s =

(3) A,.,= (r — s — i4-l)s'A,
»=o

♦=r—s / * 1 \
(4) 4,,= 2 (-1)' (*^*7 (r-8-ï+l)! tf,.,----- <+1 (*),

i—Ü \ 8 î /

<ó> A_1;S_,.= 2 (—iycjfr—*)*"’ (’)•
r—0 ' ‘

3. La trasformata della

Ff«) = r! -F,.,. — (r — l)'. Kr,r_ìx -i- (r — 2)! Krtr_ix2 — ... 4- 
4- (- 1)’-’ 3 ! Kr3x' -3 4- (— 1)’ 22 ! Krlx’—2 -f- (— 1)—11 ! Krlx’-‘ = O, 

mediante la sostituzione x~y h- 1, è una equazione reciproca di 
priiha specie (3) e di grado pari oppure di seconda specie e di 
grado dispari, secondochè r è dispari o pari.

Detta trasformata può scriversi

F(y 4-1) — Arl — Arìy 4- Arty* — ... 4- (— l)r-1Arry'~1 — 0.

Per r = 2m e y = 1 si ha F(y -+-1) = 0, da cui F(x) — 0 per 
x = 2, e quindi

i—2m i—2tn

(6) L <-l)'-^!2à-,^,^ £ (-ir-M^.^O.
i=l “

(£) I numeri Krs, detti di Stirling di 2a specie, sono definiti dalle posizioni 

Krl = 1, Arr ~ 1, K'rg = 0 per s > r.
—1, L—1 sKr—I, s.

(2) Questa relazione non trovasi nella mia citata Nota, ma può dedursi 
confrontando i risultati in essa contenuti con quelli del Moritz, nella sua 
Nota : On sums of integro-geometrie series of any order (« The Tôhoku Ma­
thematical Journal», vol. 38, 1933).

(3) Le equazioni reciproche, supposto ordinate secondo le potenze del­
l’ incognita, si dicono di prima o secónda, specie secondochè i coefficienti 
estrelhi ed equidistanti dagli estremi sono uguali od opposti.
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Per r — 2m +1 e y = 1 («^2) si ha invece 
i=2m+l . i=2m-|-l

t—• 1 " r—I

Posto allóra 
r—»?

i—1

si conclude per -- pari
(«') c2m = 0.
e per n dispari 

i=2m 1 1

• i—1

Questa ultima, per la (2), si può ancora scrivere

(8) “ (—l)m^2w4-l nn+1 1^2w + l?ï*

L—1

Supposto data la F(y u 1) ~ 0 e operando su di essa la sostitu­
zione y z=z x — 1, si ottengono le relazioni inverse della (4)

ì r • Krr — Arì -+- Ar% •+■ Ar3 -+- .. ■+• Ari

E T ultima ci dice che la somma degli elementi della orizzon­
tale di indice r, del nostro triangolo numerico, è uguale a r\

4. Passiamo alle applicazioni. Ijo sviluppo in serie della fun­
zione tg X è dato da

w==o° n~~1 xr '
tgo:=2(—l)2 Cn—V

n—0
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con Cnuguale a zero per # pari e uguale a

i=.l
per n dispari.

E si può pure scrivere
m=oc . i=2m4-l )

(io) S
m=0 ’ i—1

Ma questi coefficienti Cn coincidono con quelli esaminati al 
n. 3 e quindi la (8) dà una nuova espressione dei coefficienti della* 
tangente con i numeri Ars e permette di assegnare il nuovo svi­
luppo in serie

m—oo - i—m .î.M I W' j 1
di» tg « - 2 (- D" ) (- i)wa»4-. , + 2 2 (- r’i,.«

m=0 i=t

5. Siano
jB,. Bt, Bn,...,

i numeri di Bernoulli, definiti con F uguaglianza simbolica

(B -u l)v — Bv = v, (v = 1, 2, 3,...)

dove Bv va sostituito con Bv.
Si sa che

(12) = 2 H1)1-1—■
i=1 

cioè
5«=2'.^-i)' S ! 2n_’_’ ;

e per le (6') e (8), oltre il noto risultato Bim+1=Q, segue la nuova 
espressione -

2m -+- 2(13) ZL-W-es 22m4~g^22m4~2 n I ^*»+1 ,»n+l 2 2j( 1) ^2m-hl, » j •

Dal confronto delle (8) e (13) si può pure scrivere

2m-4-2
(1^9 -®2m4-2 = 92m+2/O2m4-2___-fj ^L/-. k .

6. Il calcolo dei coefficienti della tangente e dei numeri J 
Bernoulli con i numeri j4,.s si fa più rapidamente che con i nu-
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meri di Stirling di 2a specie, come facilmente si rileva, e cre­
diamo utile presentare il triangolo dei numeri Ars fino a r = 10 : 
1 
1 1
1 4 1
1 11 11 1
1 26 66 26 1
1 57 302 302 57 1
1 120 1191 2416 1191 120 1
1 247 4293 15619 15619 4293 247 1
1 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1
1 1013 47840 455192 1310354 1310354 455192 47840 1013


