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PICCOLE NOTE 71

Il problema della funzione delle tensioni in un sistema 
spaziale isotropo.

Nota di Osvaldo Zanaboni (a Bologna).

Sunto» - Si mostra come, mediante l’introduzione di tre funzioni biarmo- 
niche arbitrarie, si possano esprimere le tensioni in un sistema spaziale 
isotropo, in forma tale da rendere identicamente soddisfatte sia le equa­
zioni di congruenza. sia le equazioni indefinite dell’ equilibrio.

La funzione di Airy per i sistemi piani, può perciò considerarsi 
come un caso particolare di quello qui trattato.

1. Le note ricerche del Cerruti (l) e del Burgatti (*), hanno 
messo in luce la possibilità di esprimere gli spostamenti dei punti 
di un solido elastico isotropo, mediante tre funzioni armoniche 
arbitrarie; e ciò in maniere diverse.

In virtù delle relazioni esistenti tra spostamenti e tensioni, 
resta perciò acquisito nel modo più generale che ló stato elastico 
indefinito di un corpo può assegnarsi per mezzo delle ire ricor­
date funzioni.

Se dal punto di vista generico e concettuale l'argomento ò 
dunque chiuso, nei riguardi applicativi si nota che la dipendenza 
non semplice tra tensioni e spostamenti, e la riconosciuta possibi­
lità di risolvere il problema in più modi, faranno sì che le solu­
zioni comode per le unp non lo saranno per gli altri, e viceversa.

Sembra dunque giustificata una ricerca apposita per le fun­
zioni delle tensioni.

(l) Marcolongq, Teoria matematica dell’equilibrio dei corpi elastici. 
Ed. Hoepli, pagg. 236-W7.

(*) Burg atti, Sopirà due utili forme dell’integrale generale dell’equa­
zione per Vequilibrio*dei solidi elastici isotropi. «Mein. B. Accademia delle 
Scienze >, Bologna, 1926.
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Il problema di individuare lo stato di coazione elastica di un 
solido isotropo, privò di forze di massa, per mezzo di alcune fun­
zioni arbitrarie sottoposte ad una condizione comune poco restrit­
tiva, fu risolto per i sistemi piani dall’Airy colle note modalità, 
e trovò pure altre soluzioni in diversi casi particolari (x).

Per, contro non mi risulta che si sia raggiunto qualche risul­
tato pratico per il caso più generale di un sistema nello spazio, 
inquantochè gli Autori che si sono occupati dell’ argomento, si 
sono limitati ad introdurre delle funzioni, in numero di tre, che 
soddisfano identicamente alle equazioni di Cauchy, ed a ricono­
scere che esse devono inoltre soddisfare a sistemi piuttosto com­
plicati di equazioni differenziali (2).

Nella presente Nota si mostrerà invece come si possa in ogni 
cpso fare capo a tre funzioni Inarmoniche arbitrarie, e si assegne­
ranno le corrispondenti espressioni delle tensioni.

2. Un sistema spaziale generico privo di forze di massa, è ca­
ratterizzato da sei tensioni che devono soddisfare alle equazioni 
indefinite dell’ equilibrio di Cauchy :

ed alle equazioni di congruenza :

(!) D -+- +- -r— — 0, ecc.cy dz

Dove si è indicato con A l’operatore di Laplace, con v P in

(2) (Ih
, S'<7> „

h vlAo-,. -è- —; = 0, eoe.’ " Sx-

(8) (Ih ece-

<4) A(-> — 0.

C) Ad esempio: per la torsione nei solidi prismatici ó di rivoluzione; 
perda flessione nelle sbarre; per i solidi di rivoluzione soggetti ad una 
distribuzione delle tensioni simmetrica rispetto all’asse. (Vedi per questi 
argomenti : Timoshenko, Theory of Elasticity, pagg. 230, 278, 287, 309).

(') Il Maxwell dette nel 1870 (« Edinburgh Roy. Soc. Trans. »), una 
soluzione delle equazioni di Cauchy : una seconda soluzione fu proposta 
dal Murerà (« Rendic. Acc. Lincei », 1892). In questo stesso volume il 
Beltrami mostrò come si potessero ricavare altre soluzioni per il pro­
blema trattato dai due Autori precedenti.

Il Love (J treatise on the mathematical theory of elasticity, 3a ediz., 
pagg. 10-17, 85-80. 134) riporta i fatti sopra ricordati, e dà i sistemi di 
equazioni differenziali cui le funzioni Mei Maxwell e del Morera debbono 
soddisfare.
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verso del modulo di Poisson, e con 0 la somma delle tensioni 
normali.

Indicando con A2 l’operatore AA, e posto :
0 — (1 4- v)Ao

la (4) stabilisce che la nuova funzione y è biarmonica, mentre, 
naturalmente, la A^ è semplicemente armonica.

Sostituendo nelle (2), (3) si ricava :

= ecc.

k / 9^ \(1 4-v)A -f- --T- I = o, ecc.
\ yz dydz/ .

per cui. chiamate con An A2,_..., Aq sei funzioni armoniche gene» 
riche, si ha nel modo piti generale :

(»') <sx — (v — l)Al -4- Ac& — ecc*>

(«) T„ = (v-lM4-^ecc..

Per la definizione di 0 risulta inoltre :

(7) A} -+- A% A$ = Ac&.

Sostituendo le (5), (6) nelle (1), si trova, dopo semplici riduzioni, 
che le A devono aneli’esse soddisfare alle equazioni omogenee di 
Cauchy, colla sola condizione, si ripete, che siano tutte armoniche.

Per cose note, le A stesse possono allora esprimersi mediante 
tre funzioni (vedi nota a pag. 72) che è sempre possibile porre 
nella forma AA_Ft, AF^

Avuto riguardo alla linearità ed omogeneità delle equazioni 
indefinite dell’equilibrio, ne deriva che l’espressione più gene­
rale delle A per mezzo delle F, deve essere del tipo:

3
(8) An = 5 JDj JAJP), (n = 1 6»

essendosi chiamati genericamente con Din quei qualsiasi operatori 
differenziali omogenei che, applicati alle funzioni AFC sono in 
grado di dare sei funzioni soddisfacenti in modo identico alle 
equazioni omogenee di Cauchy.

Applichiamo A : siccome esso è commutabile con B,-n, ne deriva:
3

AAn = L AnW) = 0. (fi = 1 ~ (»
«= i

Prendiamo in considerazione il sistema lineare omogeneo a 
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tre funzioni incognite: ft :
3

= (n = 1~6)
♦=i

Data l’omogeneità di una sua soluzione è certamente ft = 0; 
può tuttavia accadere che esista pure una soluzione non nulla che 
indicheremo ancora eon'ft.

Nell’un caso, affinchè le A risultino armoniche, si deve avere:

(ft) <VF. = 0, (<’=14-8)
mentre nell’ altro :
(10) = . (4 = 14-8)

Esaminiamo quest’ultima possibilità.
Se Fi è la soluzione generale di (9), ed Foi è una soluzione 

particolare di (10), quest’ultima è risolta da Fi + F&i.
Di conseguenza F< -+- Foi è la funzione più generale che rende 

armoniche le A.
D'altra parte, per cose note, lo stesso risultato non può raggiun­

gersi che con Ft -+- ft : di conseguenza Foi e ft devono coincidere.
Senza intaccare la generalità, si può dunque affermare che 

le Fi devono unicamente soddisfare alla (9); vale a dire ad una 
relazione indipendente da Dlrt, il che è quanto dire dalla soluzione 
che si è in facoltà di prescegliere per le equazioni di Cauchy.

Tutta la questione è quindi ricondotta ad un argomento che ha 
ricevuto da tempo la più ampia trattazione (*).

La (8) può scriversi :
3

(11) . 4, = ^^ (» = 14-6)

e, per la (7)
‘ i 3 3 ) {

àT = à s Ï-A.W) .
1w=l i=l )

Da cui (*) :
3

(12) W

Si hanno cosi tutti gli elementi per dedurre le espressioni

(<) Vedi in proposito gli scritti del Morera e del Beltrami citati nella 
nota a pag. 72.

(*) La deduzione della (12) dalla relazione che la precede, dà la a 
meno di una funzione armonica arbitraria.

Siccome però entro le (5), (6) nessun’altra relazione tra Ft e cp viene 
usata all’infuori della (12), basta assumere quest’ ultima come determina- 
trice di v, date le Fif per togliere ogni ambiguità. •
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606. .

Per le (9), (12):

Ed infine :

yz --

A

delle tensioni mediante Je (5), le (6), e le tre funzioni biarmoniche 
arbitrarie _Ft. ,

Esse espressioni conterranno le derivate di un ordine due volte 
superiore a quello degli operatori Din.

: _1 ± Ph Sx, M,J~ 2 ta (ta ÿy Ss/ '

(F-Fx -ò-FA
f \ fa' ty* ★ ss* ):

A A ^=40ÿta’ecc- 

s (dFv dF. SF,\
ta ( ta SU Ss ) ’ eCC'

tyte taès "l~ sxdy’

. iuP,p* 05^\

0* /S^ s*^, \
+ ta* (ta^ ■+■ H + n) ' ecc-

, ô-^ s* â sî ö*^
^s^ss SUSs (ta* SU* Ss*)' évo..

En' altra possibilità di risoluzione delle equazioni di Cauchy 
è stata indicata dal Morera : egli pone :

(7 ——, ecc.
- * SM'

Perciò si deve fare :

3. Rimane ora da esaminare soltanto qualche applicazione con­
creta del precedente svolgimento a determinate forme degli ope­
ratori An­

il Maxwell propose il seguente sistema per la risoluzione 
delle equazioni di Cauchy :

cty2 ■“ Ss? ■*" — fix2 S^/î ’

•  _

SM' Sâ' -rì/~" faày\

Corrispondentemente faremo :

= J.eœ.

dyde 
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Donde :

' 1 &yrz \dydz dxdz

a8F,\ Ai '/»ìFl S'A, d*Ft\ 
dxdy) W ^SUSs Sàdxdyr

, __14_?Z».\ _
— 2' 'öM\ 8y . ss / öUösVöUös SMSs SMSU/'

«vo.

Infine una terza soluzione delle- equazioni indefinite dell’ equi­
librio è la seguente : !

'* SUSs \ Ss Sy)’ c,/ SM?s ì SM ös / ' 8xdy \dy Sxr

— ^L(dh_sîA. _ — £Pî>_?î»\.^î^ss SU/' î'--— SU'VSM öS/' SS-VöU SM/'

che .può-anche porsi sotto la forma:

__dxoj ' __d'&z .
6-M ' Œ?y dxte’*

Tyî=’ .’*••=d';

dove le co sono legate dalla relazione :

à), 
<7. =------ ;

dxdy

__dfM3-
— äjr ;

öo), ötOz 
dx dy ëz

In base a ciò si porrà :

1 SUöS -, öS SU / SUSs'

A
s«r \ ss

s^V ^s-L, 
SU / 8xs ’ eoe.

con :

Si ha quindi

SK. SL SLz  H - -+- -- - 0. 
dx---- SU------- öS

0’Ä, s'L, s'A,—-------- _i_-----s -t------ - -
SUSs SMSs SMSU '

—, ^/S-A, S-K, ö-L,> S« /S-A, S-A, ê'A,^
V SUöS \ SUês öMös öMöU/ à' \ SUSs SMês dxSy/ ’ eCC'

. n.0sÆ, S' /S-A, . S-A, r*Ä,\
Ts,» —(v à» SUês^SUSs SMöS S-vôU/' doc..


