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PICCOLE NOTE ’ 77

Rapporti tra serie di polinomi sferici generaliz;;ati '
e serie trigonometriche.

Nota di Maria CiBrarIO (a Torino).

Sunto. - Si considerano alcuni noti sviluppi in serie di polinomi sferici
generalizzati C)(s), e, mediante una formula che trasforma il poli-

nomio C)(s) nella funzione sen (n + v}y, 8¢ ricavano sviluppi in serie
trigonometriche per due classi di funzioni ipergeometriche di GAuUSS.

Il prof. Tnicomi, in un suo recente lavoro (), introduce le for-
mule di MEHLER generalizzate :

1

J

, 21— + ) - a5 —v | €08 (1 +v) arccos ¢
C"(S) = -—.IT(E")—;'—!‘—— (1 —3‘)- : ( ) 0 dt.
(1) I (s (1
\
. .
. 21— 2 1 —
Chio) — 210 + 2v) a2 cos [(n+ v) arccos { — vz at.

1

1"(v) n! . 1
=1 (s—H—v(1—1#3)2

dove le Cr(s) sono i polinomii sferici generalizzati ed & supposto v>0.
Queste formule saranno qui utilizzate per ottenere, da certi
noti sviluppi in serie di polinomii sferici generalizzati, alcuni
syiluppi in serie trigonometriche, che, in parte, riescono nuove.
Considerando, p. es., la prima delle (1), e applicando la for-
mula di ABEL, si ottiene, supposto 0 <v <<1:
1 1
2=vr T+ 2v) [('os (n +v) arccos < ('h _ /Cn(s)(l— e

yv)senve «n! | T T s—tp 1
T
~ed eseguendo 1’integrazione, indicata a primo membro :
: 1 1
o T+ © _ [Cusir—sy) "2
@ I'?(v) sen vr n! (n +v) sen (n -+ v) arccos ¢ —l s =ty ds.
Se ora & data la serie
. +o00
19) | Wo) =D 0. Culs) O<v<1)

n=0

) F. TRICOMI, Trasformazioni funzionali e polmomu ortagonah, in
ispecie sferici, « Boll. Un. Mat. Ital. », anno XIV (1935), n. 4, pp. 213-218
e n. 5, pp. 277-282. Per le formule (1), v. n..4, § 3, p. 218, form. (12), da
cui si ottengono le (1), ponendo s=cos ¥, t=cos¢.
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e se si pone:
1

@ B UE [ 4o
: t

-

1—
(s t)v

1 .
~z. .
ds (—l<t<y,

si trova per la ®(f) lo sviluppo:

21—vy +Z°° M+ 2v)
[*(v) sen vr & n! (0 + v)

(6) O(t) = ¢, 8en (n +-v) arceos £.

Cid nell’ipotesi che la serie (3) si- possa integrare termine a
termine; in vista delle applicazioni si osservi che per la validita
della (5) & sufficiente che- la serie (5) converga uniformemente in
ogni intervallo f=<s<<1—¢ (—1 < ¢ 1), che esista I’integrale (4)
e che la serie che compare al secondo membro della (5) converga .
_almeno per [¢] - 1. Infatti in questa ipotesi si ha:

1 1—¢ 1

o) = lim / e d—=2) _~ (1 t)v 2 -—hm Z /C.,(s)ﬁ_i)t.)_v_fds:

2l 2 T+ 2v)
T I(v) sen vr an! (n +v)

¢, sen (n + v) arccos  —

: 1

. +oo =

—lim Z ¢, C”(s)(_l_—_s_)___f \
e=—>r0 5720 { t)“

perche, per ipotesi, la prima di queste due serie converge Presc™
ora ¢ tanto piccolo, che per ogni ¢, < ¢ sia

1—g 1_ 1—g ' l

— 2 — 2 .
[M)“ ”,' | [c,.(s)(l s) ds| <
1—e t) . n=0 .
dove 411 & una quanﬁta pmcola a placere, si ha subito:

1

, Z e [ Cuey L2520 (1 t)v 4 ds | <,

Segue di qui la v'ali,ditk della formula (5).
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1. Come prima applicazione di quanto precede, si consideri lo
sviluppo in serie di polinomii sferici generalizzati :

01 2y 1 : ) T
2 F(")l (P v+ 2) 2 1y (m+v)e(p—1)... (p—n—+1)

V= h ~ Tm+2v+p+1) Culs),

6 (L—sr=

. 1 ‘
che & convergente per p > — \% {'). Supposto p non intero, po-
nendo nell’ integrale (4): (8 =(1—s)f, e facendo s = ¢+ (1 — i),
si ottiene: : ‘ :

1
i t"_%fl—vl At (RLEL 0 g
U (1~ Pa=

1

rq— v)I‘(o +v+ é) 1 1
= g 0=t Tty F(2 1-—-v,p+2,t+1)
(r-3)

dove F & la funzione ipergeometrica di Gauss. Applwando la (5)
si ha con gualche riduzione:

1
o+ v—z= 1 —
(7) (1—t)’+2(1+t) 2F(§—v, 1—v, o+;, §+D
3 . .
2!'""““1‘(94— ) - .
—1). 1 1 :
= 2( 1y Ple— ‘ = (p—n+1) (e +2v) sen (% -+v) arccos

= n! I(r+2v-+p+1)

che, per t=cos 9, diviene:
(™) (sen%) (cos%) ,(vF(-Z—_v, 11—y, P+ 3 —-tg’%) —

3 .
21 (P"' )2( 1y ple—1).. (p——n+1) I(n + 2v)
Fn+2v+p+1)

sen (n -+ v)o.

Per provare la validith degli sviluppi (7) e (7') bastera dimo-

(1) DarBOUX, Mémoire sur U approximation des fonctions de trés grands
nombres, ete., « Journ. de Math. », 3e série, t. 4, 1878, pp. 5-56 e pp. 377-416;
v. la form. (18) a p. 384, in cui é dato, piu in generale, uno sviluppo. in
serie di polinomii di JacosI.
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strare che la serie, che in esse compare, & convergente.. A tale
. scopo scriviamo la serie mnella forma: -

o)
(P T3S Tm—p) l‘(n +2v)
wl(—p). 44 Tl +1)T(n +2v -+ p+1)

sen (n + v)g.

Applichiamo 1a formula di StirLING (}):
’ ' 1 e ‘ )
N r-o a3 19m . R -
8 - T)=ax 2e-=\2re?® o -0:0<3<1),
¢ consideriamo nella serie (7') i termini corrispondenti a n=>n,,
dove m, & il pilt piccolo intero maggiore di p; si oftiene:

~

3 : 1 1 :
2I‘( + ) +00 IR et o ¥ 3 an)
P+3 TR S ¢) - (n+2v) ? sen (n+ )y,

— = 2 4o >
VA0 S ) T gt R

dove si & posto:

3, 3 ‘is
wn) = = 2 3 4

- U — —_— ' 3 .
12[n,—p+n+2v n+1  n4+2v+p+1) (9£'<1)

Facciamo il rapporto tra un termine della serie e il termine
corrispondente della serie: :

o0

sen (1 4+ v)o

9) —y
| § R

¢ scriviamolo nella forma :

‘ 1 : . s '
(n - p)”—."‘—§< 2y ”+2V~—% (n +»;)2"'!'2 . a(n)
n—+1 n+2v o1 (0 + 1)+ 4-p+ 1P

11 limite di questa espressione per m — + oo & ¢ 2, ciod fi-
nito e non nullo; le serie (7) e (7') convergono come la serie (9),

R . 1 -
e quindi uniformemente per 0 <<¢<Iw, se & p> —3 e uniforme-

mente per 0<w<ﬂ, se & — 1<PS—‘%

La_ funzione 1pergeometrica F(‘—l, —v, l—v, p+ g, — tg? %) ap-
partiene, a meno di fattori costanti, alla categoria di quelle, dette

*) NIELSEN, Hoandbuch der Theome der «Gammafwnktwn, Erster Texlv
Kap. VII, § 36, p. 91, form. (2).
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" dal NIELSEN funzioni metasferiche (}). La (7') comprendg¢, per va-
lori particolari di' pe @i v, varie formule note; per p=0, 'scri-
vendo inoltre 2¢ al posto di ¢, si oftiene:

1 3. , sen 2v
‘ F(l———v, é—v, é, ——-tg'i?)-—- J(

” )1—@

2vsen o

da cui, passando ‘al limite per v— 0, si ha:

13
F(la 2’ 2’ _"tg ?)_?COtga’

, 1
‘ormule dovute a Gauss (?). Ponendo nella (7) v =3 2+ 1=m (3,

scrivendo 2y al posto di g e riducendo, si ha la nota formula (4):

Jfm : . .
2ml (§) 2 — 1 (m —1)m—3)...(m—2n -+ 1)sen (2n+1)¢
(m 1)r(m+1)\/_n ) (m+3)m+5)...(m +2n+1)

2, Passando ad un. altro esempio di applicazione della for-
mula (5), si consideri la serie (%):

sen')l‘ ? 7 .

1 1%y 4 00 (20 -+ v)(2n)! l‘(n +5) I'in + v)
v 3 )
\ 1—s° = 21——2‘41_ : T 0211{8).

F=0 1'2n + 2v)n! l‘(w 4+ v+ 5)

{10)

-

Ponendo nell’ integrale (4) '{z(s):'(l—s'?)—2, e applicando la for-
mula (5) si ottiene, con calcoli- analoghi a guelli del § 1:

ay . eyt F(p_v, 1—v, 1, f: ;)

o . 1
‘2,’, 4-@1‘(% —+ é) I'(n +v)

sen (2n + v)arccos ¢,
n=0 p! l‘(n “+ v 4 §) .

('). N1ELSEN, Théorie des forctions métasphériques. Deuxiéme Partie,
Chap. V, § XVII, p. 61.,Le funzioni metasferiche sono, a meno di-fattori

1
- costanti, le funzioni ipergeometriche del tipo: F(x, x50 m) '

(*) Gauss, Werke, t. 111, p. 127, form. XVIIT e XV.

() La formula, che segue, vale comunque sia me, intero o no.

(Y) «Enc. d. Math. Wiss. », I1, 1, 2 Hilfte, Analysis, 12. H. BrrkHArDT,
Trigonometrische Reihen und In’teg1 ale, 1, § 18, e), p. 937, form. (425).

(°) GEGENBAUER, Zur Theorie der Funktwnen C”(x).- « Denkschr. Aluud.
\\ ien » (Math. ), t. 48, 1884 PP 293 316'; v. p. 805, foxm (69)
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e per f—=cosg: .

1)

(COS

o6 .

2v—2 : -
) 'F(l—v, 1-—-v, 1, ——tg"é) =

9+ ( l(n + v}
=z E Iy sen (20 4+ v)y.
n=0 p! F(n + vV + 2)

'Collo stesso metodo tenuto nel § 1 si prova che la serie (11),

o (113, converge uniformemente per 0 < ¢ < =. :

In particolare,: poich& I’integrale ellittico completo di prima
specie di LeGENDRE K(x) si pud esprimere mediante la formula:

©~_ (1 1~ )
K )—‘3 (2’ Y 1, ac-),

1 .
ponendo nella (i1') v =5 e scrivendo 29 al posto di 3, si ottiene

lo sviluppo:

(12)

o anche:

(12)

K(@ tgo)==cos g Z

K@tgg)=mcosg 2{——-——— ™

+w[r(n+21)

2
m] sen (4n + 1)y,

1-3...2n—1)p

sen (4n + 1)y,

c¢he & uniformemente convergente per 0 < ¢ << g

Dal confronto di questa formula, cox’ una analoga, data dal
prof. TricoMI ('), si trova che &:.

K(itg ¢) = cos 9K (sén %),

’

~ciod, ponendo sen¢ =1Fk; cosg =71V 1—k*=FK, che &:

K(c ,’cﬁ) = KK(k),

formula ben mota (%), relativa alla.teoria ‘degli integrali ellittici.

() F. Tricom, loe. cit., § 6, form. (27), p. 262. .
%) TanNerRY-MoLK, Fonctions elliptiques, t. 3, Chap. VII, II, § 543,

p- 205.
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