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86 " BULLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sopra una classe di polinomi definiti.

Nota di FrRaxcrscaA AGRO (a Messina) (¥).

Sunto. - 87 precisa un risultato del CoLvccl, accertando, con processo pr--
ramente algebrico, che la classe trovata da detto A é di polmmm tutti
definiti (anziché definiti o semidefiniti).

Ultimamente il Coruccr (') ha fatto conoscere, fra 17altro, una
notevole classe di polinomi definiti o semidefiniti soddisfacenti
ad un certo tipo di equazione differenziale lineare a coefficienti
costanti, il cui termine noto sia un polinomio anch’'esso definito
o semidefinito. .

*) Lavoro eseguito nella R. Scuola di Matematica della R. Universita
di Messina nell’anno accademico 1934-35.

(*) Suz polinomi definiti, [« Atti R. Acc. Scienze Fis. Napoh »], vol. )x)x
serie 2* (1034-X1II)].
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Il procedimento ‘del CQLUCCI & basato su facili considerazioni
di carattere infinitesimale. Perd la natura della questione lascie-
rebbe desiderare una dimostrazione puramente algebrica.

To sono rinscita a darne una, assai semplice, fondata sull’ ap-
plicazione dei notevoli teoremi dello HURWITZ e del FUITWARA,
recentemente riottenuti, inquadrati in una trattazione sistematica,
dal .prof. CHERUBINO (}).

Oltre che nella natura algebrica dei mezzi impiegati, 1’inte-
resse di queste pagine sta in una maggior precisazione del risul-
tato del Coruccl, consistente nell’aver assodato che quei polinomi
sono addirittura definiti.

1. Consideriamo 1’ equazione differenziale del 1°-ordine:

1) ) — n¢'(@) = f(x)
dove f(x) & un polinomio definito o semidefinito positivo, di
grado 2m ed =z, una costante reale non nulla.

Derivando 2 volte ¢ supponendo, se possibile, ¢(x) polinomio
di grado 2m, si ha:

ﬂ@—%%ﬂ = fix)
\ o) = =1)
( CP(?'")(x) — fl(Zm)(x).

Qu'esto e un sistema di 2m -+ 1 equazioni nelle 2m -+ 1 inco-
gnite : p(x). ¢'(@),.... $"(x); risolvendolo rispetto a ¢(x) si ottiene:

f () —a . 0 .. 00
fi@ 1 —=% .. 0 0
ao(x) — " . . . . . . .
f,2m="(q) 0 0 .. 1 —x
@@ 0. 0 .. 0 1
cioe
2. @)= fil@) + pf @) + o+, ()
ove . o
p = a’ 4=1,2,.., 2m).

M Ved1 le due Memorie di questo A. dal titolo:
a) Sui polinomi definiti o semidefiniti, [« Rend. R. Ace. buenze Na-
poli »), vol. XXXV, serie 4% (1929-VII)].

’ b) Sulle forme associate ai polinomi, [« Rend. Sem. Padova »}, (1931 -IX).
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11 polinomio (2), che soddisfa ovviamente.alla (1), & del tipo di
quelli studiati dallo Hurwitz e dal Furswara, quindi, per i teo-
remi di questi Autori, g(x) sard definito o semidefinito, se tale &
la forma quadratica:

@ o=y("7 )]

Anzi, poiche questa, come subito si vede, & definita (}), ¢(x) &
sempre definito, anche se f(x) sia semidefinito (vedl i teoren‘u pre-
detti). Pertanto : ’

a) Il polinromio ¢(x), che soddisfa all equazione differenziale
del 1° ordine : -
2(®) — %,9'(2) = f\(»)
ove f,(x) & un polinomio definito o semidefinito positivo ed x, una
costante reale non nulla, & sempre definito positivo.

Yois Y =Uys Yrsees Yu)-

2, Si consi’deri‘ora. il sistema

4) S @) —uin @) =fi 2. i=(1,2..,k=1)
e si supponga che f,(x)==f(x) sia definito' o semidefinito, le «,,
. gyee, % e8sendo k —1 costanti reali non nulle.

Da queste e dalla (1); successivamente sostituendo, si ricava
I’ equazione o
wae) — 5,9'(2) + 059" () — .+ (— 1)*sp®(a) = f‘x)
ove . ;

Gy T= %y A Xy T e A Ay Oy = U Uy b X%y A e e Ay %g S aie )

ck_ac g vee Xy o

o apphcazxone successiva della proposizione a.) alle (4), comin-
ciando da ¢ =k — 1, ci assicura-che:

b) Il polinowio o(x), che soddisfa al¥ equazione dszerenzmle
del k° ordine
) - o) — 5,9/(2) + 339"(@) — . + (— Do,eN(a) = f(2)
ove f(x) & un polinomio definito o semidefinito e s, o,,.., ok 8ONO
le funzioni simmetriche elementari delle costanti reali mon nulle
%y, %y, %k, & necessariamente un polinomio definito.

(*) Infatti il determinante della matrice discriminante della (8), che indi-
dichiamo. con -| p' |, si caleola facilmente dividendo successivamente le righe 7
e le colonne per oy, %% .., %™, sottraendo ancora da ciascuna riga la pre-
cedente ed applicando la formula di STIEFEL: cosl di seguito. Si offiene
in definitiva ‘che |p'| e tutti i determinanti dei suoi minori principali, che
" coincidono con |p' | per gli ordini s== =1, 2,. "y m, sono uguah ad x,5¢+Y,
onde sono tutti non nulli e positivi. : :
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3. Per ottenere il polinomio ¢(x), soddisfacente alla (5); espresso
con f(x) e le sue deﬂvate sucecessive, si . osservi che dalle equa-
zioni (4) si possono ricavare formule analoghe alla (2) con il pro-
cedimento che si & seguito peria (1). Si ottiene cos) il sistema:

)= ) 1 n f"”(ao)

[(@) = z;o“zrzf 2 w)

T 2m o o
> kg (k)
Hoafei= 2 % [ M)
r,=0
r-
Con successive sostituzioni, a cominciare dalla 12 si ricava:

2m

r .
(6) ) : ?(a;) — 2 T, +1,L °‘x a, . % kf(x)(’rl’i"'e l-...+0k)

(ove 7y, 7y,..., r,. sono numeri interi non negativi) cloé

D =) )+l @) i fO(a)
con : , : ,
wo= M, Tk : (E=1,2,..,2m)
la sommatoria essendo estesa a .tutti gli esponenti non negatlv
Ty Tayeey T, per i quali si ha:
: e P S

La (7) 3 anch’ essa un’ equazione del tipo studiato dallo Hurwirz
e dal FuiswaRra, sicche, scelto f(x) in modo qualunque, definito o
semidefinito, p(x) risulterd definito allora e solo che una delle due
forme (quindi anche I’altra) ' :

(8)} » ‘!’(y) “ P‘; e ot l y—l
8 =yl 9! ,
Yy= (yo: Yysoory ym) H . (’r, 8=0,1,.., )

sia defmlta
Tale condizione & neckssaria, perché abblamo supposto f(x) vas
riabile ad arbitrio nell’insieme di fufti i polinomi definiti o semi-
‘definiti (*). -
Ma ¢(x) si & dlmostra.to definito, dunque sono sempre -tali anche
le forme (8), (8).

(‘) Vedi il teorema IV a pag 13 della seconda delle due Memone del
prof CHERUBINO, citata nella (2) n. 1.



