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PICCOLE NOTE 105

Le matriei canonizzanti.

Nota di SALVATORE CHERUBINO (a Pisal.

Sunto. - Si determinano fulte le matrici che trasformano wuna matrice
assegnata, di conosciute radici caratieristiche, nella forma canonica.

In queste righe mi propongo di mosfrare come i risultati di
una mia recente Nota (‘) permettano di determinare agevolmente
tutte le matrici che portano una matrice A, assegnata e di cono-
sciute radici caratteristiche, alla sua forma canonica C. Tali ma-
trici le dird « matrici canonizzanti » di A.

Come forma canonica pud prendersi sia quella di JORDAN che '« -

quella di PREDELLA. Assumerd questa seconda, o meglio una che
ne differisce di poco, ultimamente da me ottenuta (*) con procedi-
mento semplice e rapido (}).

1. Per semplicita di esposizione, sard opportuno riferirsi ad un
caso un po’ particolare. Consideriamo una matrice A di ordine #,
possedente -due sole radici caratteristiche distinte, siano « e B, di
indici (%) rispettivi 3 o 2 e segnature (%)

(h27 hl’ ho?y (kl7 ko)-

(') Dal titolo: Estensione medianite il calcolo di matrici, di alcuni teo-
remi sulle omografie degli iperspazi. Scritti matematica offerti a Luici
BerzoLARr! (Pavia, tip. Rossetti, 1936).

() Nella Nota dal titolo: Sulla forma canonica di una matrice [« Rend.
Ace. Lincei », 1936-XIV]. Note I e IL

(¥) Un problema analogo a quello in oggetto & stato risoluto, fra tanti
altri, restando in un assegnato campo di razionalith contenente gli ele-
- menti di 4, del Crcron: F.: Sopra alcune operazioni algebriche sulle ma-
trici [« Annali Sc. Norm. », vol. XI (Pisa, 1909)], cap. II. Vedasi anche
Nicorerri O.: Sulla riduzione a forma, canonica di una sostituzione li-
neare omogenea o di un fascio di forme bilineari [« Annali di Matem. »,
t. XIV, s. ITIT (1908)].

(*) Scorza G.: Corpi numerici ed Algebre [Messma, 1921, p. 219.

() Ibidem, p. 433.
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I numeri h; e k; non sono che i numeri del PREDELLA (%), sicche
la caratteristica secondo questo Autore, della matrice 4, &

[(hz —1, h{l —1, ho - 1)("’1 —1, by — 1)]

La forma canonica di una tal matrice riesce (%):

oIy | Iny | O} 0
0 oIp. | In, | 0 0

= 0 |

0 4

alp,

pIko Iko l 0/‘1/
0 BT,

!

dove I, indica la matrice identica di ordine s, 0 indica i{na ma-
trice nulla e le matrici 0, 0”, 0", anch’esse nulle, mancheranno
(tutte o parte) qualora si abbia, ordinatamente, ho=h,, h,=h,
ky=1Fk,. In ogni caso si ha:
: hy<<h,<<h,; k,<Fk,.

' 8i tratta di determinare tutte le matriei X tali che
1) XAX=(,
ossia tutte le X non' dege;leri che verificano la relazione

@ XA = CX.

2, Poniamo

' o)
)
)
y(ko)
y(kl)

X=

ove 'indice in alto indica il numero delle righe di ciascuna ma-
trice parziale, e sostituiamo in (2). Eseguendo i prodotti si ha:
xhd) A = axclho) 4 (Ino | 0y ()
@) A = ) 4 (In, | 0")cths)
3) , o aelhs) A = agpths) ,
( Yl A = Byt 4 (T, | 0"yl
Ayl 4 = By e ’ i

() V. la mia Nota I, cit. (2).
() Ibidem, Nota II.
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relazioni che si scrivono anche
alho) (A —_— o(,I) — (Ih0 | Ol)x(iil:
2t (A — o) = (In, | 0")alhy
) (4 —al)=0
|yt (A — oIy = (IK, | 0" )y(r1)
Yk (4 —ol)=0
ove I & la matrice identica di ordine #.

La prima di queste relazioni pud scindersi in h, relazioni nei
cui primi membri figureranno, nell’ordine, le h, righe di (% o
nei secondi le prime h, righe di x®); analogamente la seconda -
delle (4) si scinde in h, relazioni fra le , righe di «(™) e le prime h,
i xfh) ; infine la quarta delle (4) da %k, relazioni fra le k, righe

di y®) e le prime k, di yt,
' Percid il sistema (4) equivale a quest’altro
®) A —alP =0, x4 —oul)}=0, a®)l4 —al)=0;
®) YA — BT =0, y*)A —BI) =0,
che si ottiene da quello sostitnendo la prima equazione nella seconda
e poi nella terza, la seconda nella terza e la quarta nella quinta.

Orbene, tenendo presente il significato di segnatura di una
matrice rispetto ad una sua radice caratteristiea, si ha che

4

hyy, Ry +hy, hy+hy+ hy=p,,
sono le nullita delle matrici
, 4— “Ia (A - “1)27 (A - “1)39
e u, la molteplicith di «. Cosi
ky, ky+ kozf"g,
sono le nullitd delle matrici
A —BI, (4—BI)
e pg @ la molteplicita di 8. Infine si tenga presente che py + py=1n.
Percid, le soluzioni delle equazioni
m(A——'ozI)‘:_— , (s=1,2,3);
YA — BIy =0, (r=1, 2);
ove @, y indicano due n-complessi orizzontali incogniti, i cui ele-
' ‘menti 8’interpretino come coordinate di punti in uno spazio proiet-
tivo complesso S,_,, riempiono gli spazi subordinati di questo ("):
@ - Sa 1, Suz, Sas; Ss1, Spe |

() Gl spazi 8,1 S 1 son quelli fondamentali dell’ omografia di mo-
dulo 4. ’ ‘
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di dimensioni rispettive h, —1, by + by —1, By +hy + hy— 1=y, —1;
E,—1, k +Fk ——1_..;1.5—1

- Orbene (1), i primi tre spazi (7) sono ciascuno contenuto nel
successivo, cosi il quarto & contenuto nel quinto; e ciascuno dei
primi tre & indipendente da ciascuna degli ultimi due (3).

Le (B)-(6) ci dicono che le righe delle matrici x(s), y(kr) danno
altrettanti punti degli spazi (7), onde, perch& X rlsultl non dege-
nere, occorre e basta che detti .punti siano tutti indipendenti il
~che &/ possibile ottenere in base a quanto ora & stato ricordato.

Si-conclude che, a meno di un fattore di proporzionalita varia-
bile da una riga all’ alira : :

le matrici () sono quante le posmblh scelte di h, puutx ‘indi-
pendenti di S, 1, ciod ochalhe—1) 5

le matriei a(®) sono quante le possibili scelte di h, panti di-
S, 2 indipendenti tra .loro e dai precedenti, ciod octim—1);

~ le matrici o) sono quante le possibili scelte di h, punti di

S.,3 indipendenti tra loro e dai precedenti, ciod ookdho—1);

le matrici x®) sono quante le possibili scelte di k, puntl indi-
pendenti di Sp; 1, ciod ockilai—1);

le matrici «®) sono quante le possibili scelte di ko puntl di
Sg, 2 indipendenti tra loro e dai precedenti, ciod ockilko—1),

In definitiva, I’ordine’ di infinitd délle matrici X richieste &
dato dalla somma :

-+ hythy — 1) + hy(h, — 1) + hy(hy — 1) + ky(k, — 1) + k(k, — 1) =
=Ry + b+ B+ P4 kR
E ovvio in che modo si procede nel caso generale e come si
perviene al seguente risultato :

Se la matrice A possiede m radici caratteristiche d@stmte con le
segnature mspettwe

(12, n h"’) v r=12,.., m)

ip—17"

le matrici canonizeanti di A costituiscono un insieme mﬁmto de
dimensione (%) )

Yht= 2 (h"””' B e BT,

2

(') Nota-cit. 1), n, 7.

(*) Ibidem, n. 8.

(*) B questa la formola che si trova in BerTiNt E.: Introduzione alla
geometria proiettiva degl iperspazi [Pisa, Spoerri, 1807], pag. 91, salvo la
differenza di un’unita dovuta al che nelle equazioni di un ’omografia com-
pare un fattore di ploporzmnahta arbitrario che per noi va computato



