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Applicazione della teoria degli invarianti differenziali lineari
alla integrazione delle equazioni differemziali lineari del
terzo ordine, '

Nota di ArMANDO CHIELLINI (a Cagliari).

Sunto. - Mediante la teoria degli invarianti differenziali lineari, si deter-
minano tutte le classi di equazioni differenziali lineari del 3° ordine
la cui integrazione si riconduce a quella di eguazioni differenziali,
pure del 3° ordine, a coefficienti costanti e si distinguono ¢ casi in cui

tale riduzione si effettua medianie sole quadrature o mediante la riso-

luzione di una equazione di RICCATI.

§ 1. Richiamo della teoria degli invarianti differenziali li-
neari. — 1°) I, integrazione di un’equazione differenziale lineare
"~ autoaggiunta del 3° ordine, com’® ben noto, si riconduce a quella
" dell’ equazione-a coefficienti costanti #” =0 (}), purch® si sappia

(*) SCHLESINGER, Handbuch der theorie der linearem Differentialglei.
chungen, vol. 2°, pag. 201 e segg. (Lipsia, Teubner); CHIELLINI, Alcune
proprieta caratieristiche delle soluzioni delle equazioni differenziali linear:
© del 3° e 4° ordine, autoaggiunte. (<« Giornale di Mat, del Battaglini », 1934)
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integrare un’opportuna equazione differemziale lineare del 2° or- .
dine; lo scopo del presente lavoro & quello di determinare tutti i
tipi di equazioni lineari del 8° ordine per cui avviene una -circo-
stanza analoga, ciod a dire tutti i tipi la cui integraziome & ricon-
dotta a quella di equazioni a coefficienti costanti, mediante !'in-
tegrazione di un’equazione differenziale lineare di ordine inferiore
o semplici gquadrature.

Tale risultato fu gia parzialmente ottenuto dall’ HALPHEN, in
un caso particolare, nel suo lavoro fondamentale sulla ricerca
degli invarianti differenziali per le equazioni del 3° e 4° ordine.

Ci sard utile richiamare, limitatamente alle equazioni lineari del
8° ordime, alcuni risultati relativi a detti invarianti, rimandando
per notizie piit generali, all’ opera fondamentale del WILCZYNSKI (),
dove tra Ialtro & riportato il procedimento dell’ HALPHEN che con-
siste nel supporre I’invariante lineare 0,=—=1, sotto la quale ipotesi,

il risultato diventa quasi immediato. s
2°) Presa I’ equazione del 3° ordine sotto la forma ridotta
o - Y+ 3py +py=0,

essa ammette un solo invariante (relatlvo) differenziale lineare
fondamentale ‘
3

' 463 :p:; - sz’,
nel senso che ogni altro invariante (relativo o assoluto) # funzione
di esso e della sua cosl detta quadriderivata '

0y == 60,0, — 70,* — 27p,0;%,

dove gli apici, ora e mel seguito, indicano simbolo di derlvazmne
Da questi due invarianti- si ottiene poi l’invariante di peso 12,
mediante il cosi detto metodo jacobiano,

0y5 = 80,0, — 80,0,".

I/ equazione (1) ammettera poi un solo invariante assoluto fon-
damentale, che indicheremo con J; dato da
0 3
| T=a
Per I equazio‘né a coefficienti costanti & J = cost (eventualmente
anche = oc): & dunque questa la condizione perchd, mediante una
sostituzione, I’ equazione del 8° ordine possa ricondursi ad una con
coefficienti costanti; escluso allora il caso di 0,=0 (che richiedera

) WILCZYNSKI, Proiective differential Geometry of curves and ruled
surfaces (Lipsia, Teubner)



PICCOLE NOTE 1156

un esame a parte), dall’ ipotem J=kF, si deduce 6,2 = k0,8 da,cui,

derivando
86,0, = 80808,;

e quindi 6,=0 oppure 8,, = 0. D’altra parte se- & 6, =0 oppure
0,=0 & anche 0,,—0 e quindi possiamo dire che la condlzlone af-
finchd 1’equazione sia riducibile a coefficienti costanti & che 6,,=0.

§ 2. Risoluzione della quistione propesta. — Vogliamo mo-
strare che la determinazione della sostituzione che effettua tale
riduzione, se 6, 4= 0 si ottiene mediante quadrature, mentre 6;==0
richiede la risoluxione di un’equazione di Riccarr (o cid che & lo
stesso, di una del secondo ordine). ' .

A questo scopo, eseguiamo sopra la (1) una sostituzione di va-
riabile indipendente e di funzione incognita, col porre

- yl@) = Ne)- 2(x), E=ole);
avremo senz altro :
diz e NN o,  BNE O BNY . N\dz
<w+%¢ T)a (e S e

X/ )\III
(p, +3p, 3 + ) z2=0.

Si debbono scegliere X e ¢ in modo che questa equazione ri-
sulti a coefficienti costanti: notoriamente si pud supporre — 0 il
secon do’ coefficiente e percid :

EII A/
T=TX
N 43
Allora indicando con » I’ espressione 7 ed osservando che ri-
sulta
" i A A .
yzn’+n”, ¥+ =—1 +n, 5 =—n"+38m —7},

ne ségue per I equaglone trasfdrmata
@) S 3—;} +j%, (—2n" + 9"+ 3?,);; +

+ ;’173 (—n" +3m" —n* — 3pn + p)e=0.
VOléndo che la (2) risulti a coe’fficienti. costanfi, dovrd essere

— 29" 4+ 9*+ 3p, » "— 0" 4+ By’ — 7 — Bp,m 4+ py
o = cost., 20 = cost.,
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~iod derivando:
— 20(— 20" + 7' + 3p,) — 2" + 2m" + 3p," =0,
@) — 8n(—n" + 3m' —nd —3pm + p,) —
— 0" + Bnn” + 89’2 — 8pyn” — 8p,n” +py’ = 0.
Si hanno cosl due equazioni differenziali nella funzione fnco-
gnita » e noi ora andiamo a stabilire la condizione affinchd ab-

biano una soluzione comune. Derivando la prima ed 1ntr0ducendo
nella seconda rlsulta intanto

3" — 90" — 3pyn + pn? + 3'4‘ + 0, =0.

"

Uguagliando ora il valore di »” che si ottieme da questa con
quello che si ottiene dalla prima delle (3), otteniamo, con semplici’

riduzioni . _ N
4) i 30,n — 0,/ =0,
che' & la condizione cercata. Se 8, 3= 0, otteniamo
o 0’
(5) i n= 36 ’
-cio®, integrando
6) 4 —k\/ea, ' (k = cost.)

medlante le (5) e (6) si calcola effettlva,mente la (2) e la trasfor-
mazione risulta eseguita.

Possiamo intanto concludere che le equazioni lineari del 3° or-
dine, per le quali, essendo 0,0, risulta nullo Uinvariante Ii-
neare 0,,, sono riducibili ad equazioni a coefficienti costanti e tale
riduzione si effettua mediante derivazioni e quadrature.

4°) Resta da esaminare ora il caso escluso di 6, = 0. Sotto
questa ipotesi la (4) diventa illusoria; ma possiamo procedere

dz
cosl: rendiamo nullo il coefficiente di Tz risolvendo I’ equazione

di Riccar
3

1
(7) i 2 7) =+ 21’:; -
con cid il coefficiente di z diviene
1 . ‘ 2 ’ ’ " 1 3 e
g3 (P —Bpyn—n* 4 B’ —n }2573(103-5102) =g=0,
e I’ equazione trasformata si riduce a’
z/// e 0'

Osservando ora che lipotesi 6, =— 0 caratterizza le equazioni
autoaggiunte possiamo dire che le equazioni autoaggiunie son«
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anch’ esse riducibili- ad equazioni a coefficienti costanti; ‘ma tale~
riduzione si effettua- mediante Vintegrazione di wn’ equazione . di
Riccati, ciod di una equazione lineare del 2° ordine.
5° Raccogliendo i due precedenti risultati, possiamo quindi

enunciare il risultato generale:

Tutte e-sole le equaziom‘ lineari del 3° ordine, il cui invarinnte

8,, = 30,6, — 80,0,

& nullo, sono riducibili ad equazioni a coefficienti costanti. Se 9,50,
tale riduzione si eﬂ”ettua mediante quadrature col porre

, g Vo

y:’)\z, E:cp(z), n=?=_

X = 36,
se invece b, = 0 la riduzione si eﬂ”ettua col porre
) EU '
y=)‘zv s = (x)9 "]_EI—_T

dove n & una soluzione dell’ equazione " = % 72 g Py

’

6°) OssERvVAZIONI: @) Non & inutile osservare che se Pequa-
zione di partenza & del tipo di Fucus di 1% specie:

Attt a ’ b
Y+ Y+ 5y=0,

il precedente procedimento ci da la classica sostituzione che si usa
in tal caso per ricondurci ad un’equazione a coefficienti costanti.
b) Se la funzione incognita », oltre che soddisfare alla con-
dizioue (5), soddisfa anche alla (7) si ottiene per 6, la condizione
66,0, — 76,2 — 27p,6,2 =0
weiod 6, = 0 e viceversa; cioé se 8; == 0, I’equazione di RICCATI
, 1.3 -
=W gh
t
B
36,°
’ Se 0,=0, le equazmm si riducono a coefficienti costanti, a meno
di un’ equazione lineare del 2° ordine; se 6, = 0 (senza esserlo ), le
equazioni si riducono a coefficienti costanti della forma 2z’ + az =0,
a meno di quadrature; se 8,,—0 (senza esserlo 6), le equazioni
si riducono a coefficienti costanti della forma 2z’ + az'—+ bz=0, a-
meno di quadrature.

, ¢) La forma generale delle equazioni, il cii 6,, & nullo, &
data da

k 3 3[«,01: :
® - + Bp,y + 2 p, + ke’ y=0, (k== cost.)

ammette 1’ integrale Concludendo :
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dove » & soluzione di

' =8nn’ — 2 — 3p,y + By
mentre di quelle per cui & gia 0,—=0, » & soluzione di
3 1 3

2 A 4 i, ’ s s ’ 2 0"
T TNt A [P gm— o .
i N7, +2P2 Cl10¢ 7 __2/, + 5 Pe-

Infine la forma di quelle per cui & 0,==0 (antoaggiunte), &
data da

11 . , 3 ,
Y+ Bpy 5Py =0,

che si ricava dalla precedente per £k —0.



