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Una os_servazione sui sistemi differenziali lineari (‘).

Nota di BasiLio Manii (a Pisa).

sunto. - St dimostra wna proprietd delle soluzioni dei sistemi differenziali
lineari e se ne fa applicazione alle equazioni delle estremanti dei pro-
blewmi di LAGRANGE,

Mi propongo qui di dimostrare una proprietit di certe soluzioni
di un sistema di equazioni differenziali lineari della forma

(1) ¥ (@) = Ap(@), () 4+ oo+ Ay, (), (2), (i=1..., m).

Di questa proprietd faccio poi uso per semplificare le equazioni
delle estremanti dei problemi di LAGRANGE da me altrove (% otte-
nute, dimostrando che un termine che compare in quelle equazioni
i identicamente nullo e quindi costituisce una inutile. benché sol-
tanto apparente, complicazione delle dette equazioni.

- . ~ . ! -
1. La proprieti a cui ho accennato sopra ¢ espressa dal seguente
TroreEMA. — Sieno A(x), (i, k=1,..., n) n*® funzioni continue in
wn intervallo (a, b):

(1) Liavoro csegnito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale
Superiore i Pisa, ’ '

(2} Propriete delle estremanti nei problemi di Lagrange, « Annali della
R. Scuola Norm. Sup. di Pisa », serie 11, vol. V (1936); Le equazioni delle
estrementi ael problema di Lagrange, « Rend. Ace. Naz. dei Lincei »,
scrie VI, vol. XXILI (1936).
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per §. fissato comunque in (a, Vl')) e x -variabile in quesio inter-
- vallo, le funzioni della riga r~sima del quadro
" Y, £), yl_l(wa ey Yrnler, B)
\(2)" : ) yh(“’? E)’ yu(x: E)""; y,,,_(x, E)
'- ' ynl(x’ E)’ yrti(x5 E)v * ynu(w! E)

rappresentino la soluzione del szstema d@ﬂ’erenzmle 1) determmata
dalle condwwm :

yn(& E) =3, (l) .
Allora le funzioni della colonna s-sima del quadro (2), per x fis-

sato in (a, b) e t variabile nello stesso intervallo, rappresentano la
soluzione del sistema differenziale- lineare

(3) ' ) 3/.'-,(5) = A};(E)?/.(E) T e _ A’n"(i)yn(e)
determinata dalle condizioni
Y., ) =3,,.

1 R
Consideriamo le funzioni di «

yrl(w’ E)’ e yrn(w’ E); yrl(wﬁ E + AE) s yrn(x’ 2 -+ AE) (r: 15“'! '=;’,:
).

essendo £ e X‘+AE due puntl d1st1nt1 dell’ intervallo (a, b
Poxché ogni soluzione

| B@hr 1)

del sistegna. differenziale (1) si pud scrivere nella forma

| @) = % 36+ Mo, §+- A3,

si ha o
Yuul2, §) =v£3/.-v(5 + AF, By, £ 4 AR);

- e quindi, tenendo anche conto delle condizioni
Yl E) =38, ‘
y,;:(w,‘ £+ B — ., §) f—*f: 1956 5 — Yl + 4%, B Youler, §+ AF).
Dividiamo per Af i due membri di qﬁesta equazione e facciamo
‘tendere AL a zero, osservando che

o P8 Y
AE—+0O . AE

=4,y + o+ Am(c)?/m(ﬁ §=4,.0).

(*) Qui &, & il simbolo di KRONECKER che sta a indicare lo zero per
r=s e 'unith per r=s.
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. ,Ottéhiamo cosl

3 18 DE
Y a(; ) _ EAV,(E)yv:(x’ &)

ciod il teorema che si voleva dlmostrare

OSsERVAZIONE. — Se le funzioni 4;, non sono continue nel
Pintervallo (@, b), ma soltanto misurabili e integrabili secondo
. LEBESGUE, si deve intendere che gli integrali del sistema (1) sono
le n~uple di funzioni assolutamente continue che soddisfano a tale
sistema ad esclusione dei punti di un insieme di misura nulla E.
Poichs il sistema (1) & lineare e quindi ogni integrale di esso si
pud dare-come combinazione a coefficienti costanti di n integrali
indipendenti, 1’i insieme E pud essere ‘determinato in modo -unico
per tutti gli integrali del sistema. 5

Dopo cid la dimostrazione fatta si pud ripetere anche nel caso
delle A, (x) misurabili e integrabili secondo LEBESGUE sull’inter-
vallo (@, b), purché il punto £ fissato non appartenga all’ insieme E.

2. Manteniamo le notamom e le ipotesi’ del teorema precedente

"o sieno Byx), (¢=1,..., n), n funzioni continue nell intervallo (a, b)
chiuso. Poniamo quindi

2 =3 [ Bk, B, (i=1,.., n),

e deriviamo rispetto a & i due membri di questa equazione. Si
ottiene allora, per il teorema precedente,

b
d byl &
Zg)__B(z)+vi1/B() ”d(g ) e —
b s

== B0 =%, [1B0)% 4, 0wnts

g

=—B, (5) —pEIAP' / By(eYpl, Eydt =

= — B — 2 AW(E)ZP(E) l
p==1

Valgono dunque le identita

4 gl%?(‘l + ﬁ A E)ep(€) + Bif) =0 (¢ =1, n)-



(6)
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OSSERVAZIONE.— Se_ invece di essere continue in tutto 1in-
tervallo (a, b) le funzioni A4,(x), B(x) sono soltanto misurabili e
limitate, il ragionamento fatto e ¥ identitd (4) che ne deriva val-
gono ancora in quasi tutto il detto intervallo. Se le funzioni A;(x),
B(x) sono illimitate ma integrabili, la identitd (4) vale ancora in
quasi tutto I’intervallo (a, b) purche sia lecita la derivazione ri-
spetto a £ che sopra abbiamo eseguita.

3. Nella mia Nota lincea sopra le equazioni delle estremanti
nel problema di LAGRANGE ho dimostrato che se

Co: 2 = 2,(8), . Y= Yol8), : O<s<L

® una estremante di un problema di LAGRANGE relativo a un si-
stema di equazioni differenziali.

S u,' = Fix, 4, ', Yy yyeey W)
( u”' = F ((12, y, y,¢‘u1,"', “n)
e a un integrale

Ic=|Glx, y, &, y, 1,0, w,)ds,
C

essa soddisfa alle equazioni

. o
G . oF, (#G oF, aF d [(2G oF
/[5:1_34—)‘“7 <We f)‘YauB +h B) e ]ds———a}- ((—,;"*‘)\a'g;)dS:QI (cost.)

H e ds)
8 s . .
oG . oF, (oG ., oF, oFgl . d [[6G . oF
07 2 (G ,\eFe) . 4 [(6G A
o/la?/ M oy +(8u34 )‘Ydug +)\B) ay]ds ds (By’_*_)\ oy )ds ¢, (cost.)
: ] : v

dove
r( ) _/aG[xo(c)y 3 Mm G)] )\ (S, dc’ (7‘:1’..., M/),

essendo (A (s, G}, v A8, 0)) la soluziome del sistema differenziale

lineare

OF [24(0),..r %,,(5)]
s 24(3)

zr’(c) =

determinata dalle condizioni

Arj(s’ S) = a'rj‘;

e dove gli indici rappresentati con lettere greche si intendono
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usatx come nel calcolo ‘tensoriale cosi che, per esempio,

oFy - #_ oF
h Wit £ T
T dug ,E A o oug’
Se applichiamo ora i risultati del nntl 1 e 2 vediamo immedia-

-tamente che
oF, 8G

(6) - )"3 + )\Y —5"175 * us oug =0, - (B=1,.,n) .
o quindi le (4) si possono scrivere )
. ;
?G , oF, , .
w ax) ds ( “aac )ds:c,(cosﬁ.)
(5%) 0_' T

Z{(a(y} aFa)ds dsf( ,+§ )d;_c,(cost)

4. Nel caso n=1, considerato nella mia Memoria degli « Annali
della Scuola Normale » citata, 1a verifica della (6) si pud fare imme-
" diatamente senza ricorrere ai risultati del nni 1 e 2.

5. La semplificazione delle equazioni (5) che qui abbiamo otte-
nuta, mi & stata suggerita da un lavoro del prof. TONELLI in corso
di pubblicazione nei « Rendiconti Lincei », nel qualevtal"i equazioni
sono ottenute senz’altro nella forma (5%). Noi abbiamo dimostrato
ora che le (6) e le (5%) sono equivalenti a causa della identita (6),
ma I'aver eliminato le espressioni che compaiono in queste iden-
tith dalla deduzione delle equazioni delle estremanti, & motevole
perch® permette al prof. TONELLI, nel caso dei problemi in forma
ordinaria, di abbandonare alcune restrizioni che io avevo dovuto
ammettere nella mia Memoria. cltata



