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Chiusura del sistema delle funzioni di Stessei.
Nota di Alberto Foà (a Firenze).

Sunto. - L’A., applicando l’equazione di chiusura di Vitali, dimostra la 
chiusura del sistema delle funzioni di Bessel nell’intervallo (0, 1).

È noto il teorema di G. Vitali (*) sulla chiusura dei sistemi di 
funzioni ortogonali rispetto alle funzioni di quadrato sommabile.

(l) Cfr. G. Vitali e G. Sansone, Moderna, teoria delle funzioni di va* 
riabile reale, parte II, p. 25 (Zanichelli, Bologna, 1936).
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Applicando questo teorema, è stata dimostrata da A. ToNOLO*la 
chiusura del sistema 11/Ÿ2rc, sen n#/cos nx/yj™ | (*), e da G. San­
sone la chiusura dei sistemi di polinomi di Legendre, Hermite, 
Laguerre (8).

Ci proponiamo ora, applicando il citato teorema di G. Vitali, 
di dimostrare la chiusura, rispetto alle funzioni di quadrato som­
mabile, del sistema delle funzioni di Bessel ortogonali e norma­
lizzate ih (0, 1) ì ; Jvftnx) ì dove Ç)

m=l v ’
v> —1/2

« le Àn sono radici positive dell’ equazione

[* = 1, 2,...].= 0,

Basterà per questo verificare che vale l’equazione di chiusura 
di Vitali

0

Per 0 < e < x è

1 r r i*(2) S(x) - S = S.(a-, e) + 2Sfa «) ■+- Sfa «)

con

. (3)x

(3),

(3),

Sfa, •)•= £ VtJMdt

1 r f i2Sfa s) = 2j7(ÿ[JViW)dt|.

(2) Cfr. G. Vitali e G. Sansone, loc. cit. (*)> p. 37.
(3) Cfr. G. Vitali e G, Sansone, loc. cit. (l), p. 133 c pp. 208-211. Con 

altro procedimento la chiusura dei più noti sistemi ortogonali è stata pro­
vata da W. Stekloff. [Cfr. W. Stekloff, Sur certaines eguali tés géné­
rales souvent employées deins V analyse. « Mémoires de F Acc. Imp. des Sc. 
de St, Petersbourg », serie Vili, vol. XV, n. 7 (Petersbourg, 1904)].

(4) Cfr. G, N. Watson, Theory of Bessel functions, p. 40 (Cambridge, 1922).
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Osserviamo che per a e b in (0, oc) si ha 
b Xnb

=A- yvüw« 

a lwa
ed essendo (5)

|yVuJv(u)du I < cx, Cj costante indipendente da x„, «, 

Xna 
è

d

ma è (6)
1 ir 1 3

Hit 4- g V7T 4- 2 <C < hit 4- g V7C 4- g 7T

ef) ■
I Jv(^M) I > c2XM—V2, ct costante assoluta ;

ne viene che le serie del secondo membro delle (3)n (3),, (3)B sono 
serie uniformemente convergenti di funzioni continue rispetto ad x, 
e e quando x ed £ variano nel quadrato di lato 1, perciò 

(4) lim Sz(n, s) — lim S3(x, e) = 0

e basterà quindi studiare e).
.. X --  £
E ora per 0 < h < —a—

(5)
con

S^x, s) = S^tx, », h] 4- «/«(«,h) -+- S™(x, s, h) 

oo < ?~h ?
' (6)r «/’’(as, », Ä) = 2 \ tJMdi ŸuJv(X„u)du

”=! * ' ” j+h -
œ £+fc x ’

(6)-
«/»(», », fe) = £ J\/ÙJv(ìnu)du

(6)3

00 - » rv
£, <7 ?(À ^tZv(^wQ^yV‘W«7”y(knf<)du.

W=1 " OJ—e

(5) Cfr. G. K. Watson, loc. cit. (4), p. 595.
(6) Cfr. G. N. Watson, loc. cit. (4), § 15.35, p. 492.
(7) Cfr. G. N. Watson, loc. cit. (4), § .7.22, p. 199.
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Per 1’ osservazione precedente le serie dei secondiv membri 
delle (6)n (6)4, (6)3 sono serie uniformemente convergenti rispetto 
ad x, g, h ed è

- (7) lim S/2)(#, e, h) = lim S^x, s, h) = 0,
h-+ 0 0

basterà quindi studiare e, h).
È ancora

S^x, £, Ä) = Afo e, -r) — A2(x, s, à) — -ä3(x, e, /r)

a?—h 1

(9)i

(9)ï

00

(9),
n=1

(11)

(8) 
con

£—

æ-h

s-\-h
æ—h

e per
(10)

Ma è

e-j-k

l’osservazione precedente è
lim A(x, g, h) — 0.

£ —*0

0
1

tfyuJv(ìnu)du,

X

A^x, gj h) = 2 tJvfìntydtJyuJv(knu)du

XJ T ì / V'^</v(^n'W')du — —

uniformemente rispetto a t (8) per g h^t<2x— à; e quindi (9) 
00 1 ■ /

fvt VJ yrf"! fV «Jv(^„u)du = x — 2& -Z,

6d-fc H=1 ’ M y
Per A^x, s, à) è

♦» 1 1
^z(^) e, fr) — Imi t 2Q r I^Hjv['kinH)dH =

M 00 m=i v JW e+fe Lv

£C—h 1
= lim i\/tdt [y/uTn(u, t)du

n—*aoJ . J

0

(8) Cfr. Gr. N. Watson, loc. cit. (<), p. 591; 193. Si faccia f(t) — «-1/2.
(9) Osserviamo che la dimostrazione di questo teorema [O. K. Watson, 

loc. cit. (4), p. 593] è indipendente dal teorema di univocità per le serie 
di Bessel [G. N. Watson, loc. cit* (<), p. 616]*
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con

ora è

X
uniformemente rispetto afe quinci

(12) Afa e, h) = 0.

Si ha quindi per le (2), (4), (5), (7), (8), (10), (lì), (12)

S(flc) = ic, 0 < H < 1.

e°)

u Tn(f, u)du = 0,lim 
n —>oo

Tn(t, u)= S^()J^tt)-

(">) Cfr. G. N. Watson, loc. vit. (4), p. 589; si faccia 1/a.


