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Chiusura del sistema delle funzioni ‘di Bessel.

Nota di ALBERTO Foi (a Firenze).

Sunte. - L’A4,, apph'cando Vequazione di chiusura di ViTaLl, dimosira la
chiusura del sistema delle funzioni di BESSEL nell’ intervallo (0, 1).

. 1 noto il teorema di G. VirarLi (*) sulla chiusura dei sistemi di
funzioni ortogonali rispetto alle funzioni di quadrato sommabile.

(*) Cfr. G. ViTaLt e G. SANSONE, Moderna.teoria delle funzioni di va-
riabile reale, parte II, p. 26 (Zanichelli, Bologna, 19386).
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Applicando questo teorema, & stata dimostrata da A. ToNoro'la
chinsura del sistema | 1/ 2x, sen nx/ V=, cos na/ V= | (), e da G. SAN-
sONE la chiusura dei sistemi di polmoml di LEGENDRE, HERMITE,
LAaUERRE ().

Ci proponiamo ora, app’icando il citato teorema d1 G. VITALI,
di dimostrare la chiusura, rispetto alle funzioni di quadrato som-
mabile, del smtemu delle funzioni di BESsEL ortogonah e norma-

lmzate in (0 1) 3 700 ()\"x)£ dove (%)

(_ 1)-» (x/Z)y +2m .
' J”(“):Elm!r(v+m+1) _ v>—12

. @ le &, sono radici positive dell’equazione .
Ju(x) =0, o [e=1,2,..]
Bastera per qnesto verificare che vale 1’equazione di chlusura

di VIiTALI
P

(1) | =

S

210") [ ofm Vva(k,?t)dth.

Pext(_)<s<a: &

@ So= 2 Jf(k [ f T t)dt] 8y(@, €) + 28,(x, &) + Syfa, <)
; 0

con , 4 .
@ se=3 z| fvwv(x,.t;dt]

- B _

3,  Sym =Y —— |VILOHdt VIS0, bt
@ (@9 ,fgl'fv(lnzfv ( )fv 08
L - oo 1 3 - .

3), Sz, =Y wo— | [VELO bt .

@ e e ,,Zzl.fv(x,.)uv et

(3 Cfr. G. “ViTALL € G SANSONE, loe. cit. (), p. 37.

(®) Cfr. G. ViTALI o G. SaNsoNE, loe. cit. (1), p. 133 ¢ pp 208-211. Con
altro procedimento la chiusura dei pid noti sistemi ortogonali & stata pro-
‘vata da 'W. STERLOFF. [Cfr. W. STEKLOFF, Sur cerfaines égualités géné-
rales souvent employées dans I analyse. « Memoires de I' Acc. Imp. des Se.
de St, Petersbourg », serie VIII,. vol. XV, n. 7 (Petersbourg, 1904)].

Y Cfr. G, N. WarsoN, Theory of Bessel functions, p. 40 (Cambridge, 1922).
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Osserviamo che per @ e b in (0, oc) si ha

b Anb :
f VELO, bt = xe / v qu(u)du
a A0
ed essendo (%)
A0
l / Vud(u)du l < ¢, ¢, costante indipendente da },, @, b,
At : :
é N
b N
yro ¢
I f v tJv()\,,t)dtI <3
@ n
ma & (%)
! A,
wn:+2v1r+2< <'n7r+2v1r+§7c
e () )
)| =€ r, ", ¢y costante assoluta ;

ne viene che le serie del secondo membro delle (3)l, 3),, (3); sono
serie uniformemente convergenti di funzioni continue rispetto ad x,
e ¢ quando x ed ¢ variano nel quadrato di lato 1, percid

4) lim S,(x, ¢) = lim Sy(x, &) =0
gm0 e=>0 )

e bastera quindi studiare S,(z, ¢).
£

B ora per 0<h<x—;—~—_

9) 8\, &) = S§;V(x, ¢, b) + S, Vm, ¢, b) + S, ¥z, ¢, h)

con “
x—h

(6), . 8,4 )x, e, h nZ:l T 2()\ ]\ tJv()‘n dtf\/“Jv()‘ w)du

) 1 — —
6 S, O, &, ) =Y =i [VELQ 1)t | VuT .\ u)du
(6), (x, € ) | ”§1\Jy ()\J!V (A1) Ef ( ”)“
O S W= 7 N 0 Vi,
n= "oe—h e

(%) Cfr. G. N. WaATson, loo. cit. (), p. 595.
(®) Cfr. G. N. WaTso0N, loc. cit. (4), § 15.35, p. 492.
() Cfr.-G. N. Warson, loc. cit. (*), § 7.22, p. 199.
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Per 1 osservazione precedente le serie dei secondi* membri
delle (6),, (6),, (6), sono serie unlformemente convergenti rispetto
ad x, ¢, h ed @

- llm S, W(x, ¢, h) = lim S,“’(x, & h) =0,
bastera qumdl studiare S,‘V(x, ¢, h).
B ancora
® SV, ¢, h) = A, ¢, h) — Ay, &, ) — Aylz, &, h)
con - .
: ' x—h
9, A (>, e; h) = Z T, )f\/tJy()\"t)dt[\/uJy()\“u
O e B=X o f v tJV(A,,t)dt f Vitd 0
’ x—h
O A=Y f VT, Hat / Va0
e per I’ osservazione precedente & /
(10) limoA(ac, e, h) = 0.
Ma & |

.

S ) / — 1
2o IV, wydu = —-

=1 JV ()‘11)0 . vt -

uniformemente rispetto a t ®) per e+h<t<<x—h; e quindi ®)

S
1) Ao b= [Vf J”(e(i‘t; f\/uwn uydu = r—zh—/s

Per Ay(x, ¢, h) &

x—h

Ao, =l Z T f VL, bt f VT, dn =
x—h 1 .
= lim f Vidt f Vu T,,(u, Jdu
0~ Q0

() Cfr. G. N. Wamson, loc. cit. (), p. 591; 198, §i taceia fioy=2¢""

() Osserviamo che la dimostrazione di questo teorema [G. N. WATSON,
loc: cit. (), p. 598]  indipendente .dal teorema di univocita per le serie
di BessEL [G. N. WATSON, loc. cit. (4, p. 616].
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con -
o ST 0
Tt w)= _Tf)(')\()*‘m“%
] m=1" v o
ora & (39

1 .
lim |VuT,(t, u)du=0, perce+h<t<az—h<z<u<l

n-—.oow
uniformemente rispetto a ¢ e quindi
) A, e, ) =0.

8i ha quindi per le (2), (4), (6), (7), (8), (10), (11), (12)
S(x) = x, <zl

(W] Ctr. G. N. Wamson, lec. cit. (¥), p. 589; si faccia fy=t"".



