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PICCOLE NOTE

Suila permutability negli operatori lineari

di SALVATORE PINCHERLE + ~

Circa un ese avanti la Sua wmorte il compianto prof. PINCHERLE
aveva prowmesso al Seminario Malematico dell’ Universitd di Bologna wna
conferenza in cui avrebbe esposto le idee sulla permutabilita deyli opera-
tori lineari sulle quali wnegli wltimi anni il Suo pensiero era piiv volte
ritornato. Non si puo dubitare che lo spunto iniziale di tali pensieri sia
stato il ravvicinamento della teoria delle operazioni distributive. a cui
Uopera Sua ha portato dal punto di vista della pura analisi contributi
vitali, al recente spontanco presentarsi di tali operazioni come strumento
essenziale della fisica moderna. delln quale Egli, fino agli wltimi giorni.
si interessd con giovanile passione. Gli operatori permutabili di seconds
ordine associati fra loro di cui si parla nelle pagine che seguono si sono

infatti presentati allo SCUROGDINGER nella coppia X e '“ZE soddisfacenti al-
0 —1
2.8
Quella conferenza, rimandate dapprima di gualche giorno, per lieve
Sua indisposizione; non poté pin tenersi a causa della chiusura dei corsi;
ma fra le carte wmanoscritte del compianto Maestro se me trové un appunio.
redatto colla cura minuziosa che Gli era propria ed wn'somm_ario (desti-
nato evidentemente ad essere traccia all’ esposizione orale) che al detto
appunto portava gualche modificazione, particolarmente di ordine.
Sebbene buona parte degli argomenti della conferenza abbiano gia fatto
oggetto di Note dei Lincei, dell’ Accademia di Bologna, della Societd per
il Progresso delle Scienze fra il 1931 e il 1933, riteniamo doveroso omaggio
alla Sua memoria e offerta gradita ai lettori del « Dollettino » il pubbli-
carne questa veduta d insieme, redatta da B. 1Lievi con cura affettuosa,
cercando di mantenersi a quegli appunti fedele quanto pussibile.

, . 0
Vequazione —x+—x-»
. X

I.x BRDAZIONE

nerany,

Sunto. - Si definisce lo scarto dalla perrniabili

a ali searti di ordine supericve e no mostrane notevoli piopres
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ritmiche analoghe a quelle della derivazione: st assegna la forma ge-
nerale degli operatori permutabili dei diversi ordini rispetto a uno
dato fondamentale; si considera quindi la permutabilita rispetio alle
potenze dell’ operatore fondamentale e si definisce e studia la semiper-
mutabilita. Si applicano le considerazioni generali al caso dell opera-
tore fondamentale Qe ) = h, . 5,.

I. Lo spazio su cui si opera. — Abbiasi una successione di
infiniti elementi ¢,, ¢,,..., ¢,,.. pei quali sia definita la moltipli-
cazione per numeri (indicat1 in cid che segue con lettere latine);-
sia anche definita la somma di un numero finito o infinito di
tali prodotti e conseguentemente tutti gli elementi della forma
oSy + €6, + ... Bi ammette I’ esistenza di un elemento 0—=0¢,+ 0¢, + ...
colle solite proprietd e si esclude che due elementi possano essere
uguali se non hanno i coefficienti omologhi uguali. Si indiche-
rdnno questi elementi colle lettere greche maiuscole: 'il loro in-
sieme costituisce un modulo che noi chiameremo « lo spazio S »:
la successione ¢;, ¢,,..., £,,.. 8i chiamera la sua base. -

II. Operatori lineari. — Siano definiti operatori lineari che
trasformano univocamente elementi di S in elementi di S: quindi
S in S o in una sua parte e pei quali valgano le ordinarie pro-
prieta distributiva e associativa: si indicheranno questi operatori
colle lettei. latine maiuscole e sarh quindi '

A+ 8) = A(x) + A(B)  Alex)=cA(x)  BlA(x)) = (B4A)}»
A(B+ ()= AB + AC - A(BC)=(AB)C= ABC.

Grh operatori costituiscono quindi un anello.

Un operatore & definito dal suo modo di operare sopra gli ele-
menti della base: posto Afs;) = @45y + ;8 + ... + @8, + ... chia-
meremo mairice dié A la matrice, generalmente infinita,

MAl=lla @iy o @iyee]:
essa definisce Uoperatore A e i suoi elementi possono scegliersi
arbitrariamente ; alle operazioni di-somma e prodotto sugli opera-
tori corrispondono le operazioni analoghe sulle corrispondénti ma-
trici secondo le.regole ordinarie. :

Considereremo in seguito due speciali operaton ai partlcola.re
importanza: le dilatazioni definite dalle matrml

hy, 0 0 0.,.

¢ .
0 h 0 0.

00 h’z 0. {A(sn):hnsn)

(] —E
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e I operatore M

[M]: 0 O 1 0 ¢t (M(el):sn-l'l)’

..........

III. Permutabilita e secarto. — Si dice che due operatori 4 e B
sono permutabili quando AB = BA. Fissato un operatore 4 che
chiameremo fondamentale, gli operatori permutabili con 4 formano
un gruppo: infatti da

PA = AP, QA =AQ
segue ' :
PQA = PAQ = APQ; QPA —= QAP = AQP;
& perd da osservare che essi non sono generalmente permutabili -
fra loro. Il gruppo contiene 1’ operazione identica, le potenze posi-
tive e negative di 4 e di ogni elemento del gruppo medesimo.

Indicheremo gli ‘operatori permutabili con A colla lettera P
affetta da indici.

Se B & un operatore non permutabile con 4 eh1ame1emo scarto
di B dalla permutabilita il nuovo operatore

B'=AB — BA.
Lo scarto gode delle proprieta analoghe alla derivata:
(B+CY=B +C, (BCY=BC~+ BC:

in questa analogia i permutabili con 4 si comportano come le
costanti.

E da notare perd che un operatore non é in generale permu-
tabile col proprio s,carto, si avid quindi in generale

(Bm":B'Bm—l + BB'B"—2 4 ... + BB

e si avrd (B") ==mB"—'B’ soltanto se B e B’ sono permutabili.

IV. Scarti di ordine superiofe. — Porremo
1 B”"—=(AB -+ BAY = A*B — 2ABA + BA?

e lo chiameremo scarto di B di secondo ordine; in generale defi-
niamo par induzione lo scarte d’ordine m

B = AB(m—l) Bimn— DA,

Si dimostra anche per induzione che, analogamente a (1),

(2’ ‘ B(m) P 2(___ 1)k (1;:) Am —kBAk.
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A causa della rilevata analogia‘f.ra lo scarto e la derivazione,
vale per. lo scarto m-esimo del prodotto la formola analoga a
quella di LEeiBNIz

(BC)“’” — B + mBm—OO (g”) B("‘—??C" d e Bc(r'm‘ .

Diremo che un operdtore B & permutabile d’ ordine m 1'ispetto
ad A quando il suo scarto m-esimo.& nullo.

V. Operatori permutablll di secondo ordine. — Un pelmllta- ‘
bile di secondo ordine R & definito dalla condizione

i3 AR — RA =P:
in particolare chiamiame T il permutabile di secondo ordine per cui
) AU—-TUA=1(Y;

esso pud chiamarsi ¥ operatore associato di A (— A sard quindi
I’ associato di U).

U & determinato a meno d1 un permutablle addltxvo arbi-
trario P,, pexché da '

AU —UA =1, A‘U',——UIA:I
segue :
AU, = U) ~ (U, —U)A=0;
reciprocamente _ v

‘ AU+P)—(U+P)A=AU—UA =1.
Ogni altro permutabile di secondo ordine R & della forma
R =PU~+ P,- ovvero R—=UP+ P,:
infatti moltiplicando (4) per P a sinistra o a destra si ha
AIFU—PUA = P AUP —UPA =P,

e, 80 .tlaendo da (8),

A(R—PU)—(R—PU)A=0, A(R— UP)—(R— UP)A=0.

V1. Cperatori permutabili @’ ordine ». — La forma_generale
d1 iy operatore permutabile d’ordine i@
B=P,U" +P,U" 4 . +P, .U+ P,.

“sserviamo infatti che, essendo U/ =1, Ue U’ sono permutu-
bili: quin({ii (ILT) (U”') —m"”—‘ ; percid si pud caleolare lo scarto

(') Esso esiste certamente tosto che esiste un R che soddisfi a una
‘equazione (3) con P mvmtlbﬂe poich® basta prendere U:z=P~iR ovvero
U=RP-\ - -
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di (3} operando sul secondo membro di (5) colla regola di deriva-
zione rispetto alla variabile U:

6 - B =mP 0" 4 (m — )P,U" " 4 ...+ P

m—1:

se dunque si ammette gid provato che (6) rappresenta un permu-
tabile d’ordine m — 1, ne risulta che (5) rappresenta un operatore
permutabile d’ordine m.

Viceversa, se” B & permutabile d’ordine m, B’ & permutabile
d’ordine m — 1; se ammettiamo provato che di conseguenza esso
¢ della forma

‘ B =P U+ P U2+ ..+P, _,,
ponendo '

B, = ﬁ P U + —1——— PU" ..+ P,_ U

risulta B’ =B" e quindi (B~B ) =0, B—B,=P,, B=B,+P,.

"Considerando, come si disse, glé operatom permutabili con A
come analoght delle costanti, e considerando Uoperatore U come
. anaiogo della wvariabile (conformemente alla proprieta U'—1) gli
operatori d’ ordine m prendono dunque il posto delle funzioni ra-

zionali intere (polinomi) di grado m.

VII. Semipermutabilita. — Ogni operatore P permutabile eon
un dato A & pure permutabile con tutte le sue potenze: evidente-

mente non & vero Vinverso: si presenta la domanda: come di-

pende il gruppo dei permutabili con A7 dal gruppo dei permuta-

bili con 4 ? Questa domanda ha una certa analogia col problema

delle equazioni binomie [cfr. VIII], ma la sua trattazione per un p

qualunque presenta notevoli difficoltd. Tratteremo il caso di p—=

Da

(7) A*H —= HA?

segue

A(AH — HA)=(HA — AH)A

" ossia : '

" AH 4 H'A =0,

Reciprocamente se H’ & tale che AH’ FHA::O H & permu-
tabile con A4°

Un operatore R che soddisfi alla ngnaglianza
(8) AR+ RA =
si dira semipermutabile con A: si ha A°f=-—AdFd=RA": quindi
ogni semipermutabile soddisfa pure a (7).
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Da (7) si ha pure , B
A(AH +HA)— (AH + HA)A =0
e viceversa; quindi condizione necessaria e sufficiente affinche si

verifichi (7) & anche che AH + HA sia permutabile. Ponendo -

AH + HA :P:%AA"P;}—%A“PA,

risulta

A (\H— 5 A—’P) + <H~— %A"‘P)A -

. 1 ‘ - ~
Quindi H — 5 A7!P & semipermutabile con A: poniamo

1 : '
H—5A"'P=R %A—‘P:Pl;
segue ‘ ‘
9) . H=R+ P,. -

Reciprocamente se H ha questa forma
A°H= AR + AP, = RA®* + P A*= HA?;
quindi (9) & la forma generale dei permutabili con A2

L’inverso di un semipermutabile & semipermutabile; il pro-
dotto di due semipermutabili & ‘permutabile; infatti da (8) si ha

RTARR™'= — R'RAR™! ossia RT1UA=—AR™};
da (8) e da
AR, = — R A
si ha :
ARR, — — RAR, = RR,A.

Ne segue che _
R, = R,R7'R=PR
e ciod ogni scmipermutabile con A si ottiene da uno di essi (che
abbia inverso) mediante ‘moltiplicazione per un permutabile; &-
evidente la proposizione inversa; quindi, indicando con I un semi-
permutablle flSSO la forma generale dei permutabili ¢con A? diviene

"H= PI+P1

VIII. Un esemplo notev»le. — Abbiamo gm ncordato (II) le
" dilatazioni L definite da )

( n) - u n
e 1~operatore M definito da ‘
‘ Mﬁn) ~Epg17-
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il suo inverso & M—! definito da
“Heo) =0 M=Ye,q0) =c¢,-
Essendo L una dilatazione assegnata, poniamo @ =M—1L; risulta
. T
Q(EO) = O) Q(En+l) :,hn+lsn’ Q_l(an) = h Sna1e

n+1
Se P & permutabile rispetto a @ dovra essere
QP(e,) = PQs,) = 0, Pos) = bz
QP(e)) = PQ(z,) = h,P(s,), Ple) = bygg + bee,
in generale .
Q‘P(EH) = PQ(sn) == th(sn.—l)' P(Eﬁ) = bna() -+ h}lQ—lP(a1z;l)
dove b, b, ... b, sono arbitrarie: se ne deduce per induzione

h,h

n 1l_

R,

(10) P(s”)_b"soﬂ—b A &y + .. +b k, ”_1—*—bﬂa“.

n— lh

Ponendo ¢, =x" h,—=n le P(e,)si riducono ai polinomi di APPELL.
Si verifica con un calcolo immediato che un operatore U asso-

ciato di @ (V) & quello definito da

n+1
e — &
h1l+l

Siamo dunque in grado (V, VI) di assegnare tutti i permuta.
bili d’ordine qualunque rispetto a €.

Si vede anche subito che un operatore semipermutabile con @
& quello I definito da

Ute,) =

n+t*

I(E )= (_— 1)"511, H
& I*=1. Piu generalmente se A & radlce m-ma primitiva del
P unita, I’ operaiore J,, definito da

. m(sn) = >\"sn )
& permutabile con @" e non con- una potenza inferiore di Q: si
ha infatti _ o ' / .

Jm QP(E”) - 2‘n~ph’nhn—-l b hu—ll+ lFu—P?

Qme(En) - )‘nhnhu—:l haad h’u—P+lsn—P .
{convenendo ché le ¢ con indice -negativo rappresentino 0); quindi

(Q Jm _'J Qp)(e,') = )\ﬂ——p()\lf__ 1)h n=1-* h-n—?’+ 1n—n ‘

sard _0 sempre.e solo che Az —=1.
Dall’ osservazione thg .

Q) =h by - Y
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risulta anche, sostituendo in (10},

b, b, ., b, L
P( )_ bosn + 7= h O( ) -+ h’_xh_z Q (En) + hlhz . h’n Q (811' N

ed osservando che, per p>mn, Q,)=0, si pud serivere questo
polinomio simbolico sotto 1a forma di serie

b . bn I
Pe,) = bee,, + ﬁ"l Qfs,) + o+ Il T Q) + v s

si ottiene cosi per gli operatori permutabili con @ 1’ espressione
simbolica

~o b
11 P—= J— Qn ;
(1) ; fohy by

@ = 2ipp n

Ia serie (0 funzione) generatrice dell operatore P. Mediante questa
espressione pud anche calcolarsi PU— UP; infatti, prendendo U
come operazione fondamentale, si ha (III)

UQ__ QU: Q/: — 1 UQI/E — Qm _le/n—lQ e ”LQ“‘ 1
e percid

‘ nb,
PU—-UP = hhi ~0 ;

si calcola ciod PU — UP derivando formalmente la serie (11) Pi-
spetto a @ considerata come variabile.
Chiamando elemento mvamante di @ un o tale che

(i Q) = ko k costante,

sard _ ; . ' .

‘ Q"(o))k: ko |
e quindi - .
« n
- P(wl_ E W, . " = f(lc)w -
Scrivendo » come serie delle £, @ coefflclentl mdetermmatl_
0 Z= Gy, + €8
e sostituendo in (12) si ottiene che deve essers
C ety + Colgs, o = K{egs, + C, + ),
onde la relaz,ione ricorrente C
h,c,=kec,_,
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e quindi ,
- -
ne segue

CORTE S SN .
(wy=c¢ i, g, + Tk, €y + oo ] = a5 ®

d
UP(o) = Uf(ko = f(]) U() = (k) - -



