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Forma che assumono le equazioni di Helmholtz, Weber, Cauchy
per i Huidi viscosi, baroclini, soggetti a forze non conservative.

Nota di FiLirro OpoNE (a Fermo).

sunto. - Si serivono le equazioni di Hervnonrz, Wener, Caveny per i
fluidi viscosi. baroelini, soggetti a forze won wecessaricnente couserva-
tive, adottando sia il punto di vista di Bvrenro, sic quello di Lacraxai.
In wltimo si caleola la civenitazione ad oyui istaite Lhugo e linea
chiusa gualiwigie.

1. Premesse. — Counsideriamo 'equazione indefinita del moto
di un fluido viscoso, equazione che seriveremo sotto la forma:
dv 1 %ot 2u

2 2
i = F-—-gradpp + -——gradp divp v — > rot’pyv.

(A

o]

h v v

In questa equazione P rappresenta un punto generico appars
tenente alla regione di spazio occupata dal fluido all tstante ge-
nerico t: v © la velocitia in questo stesso punto. e in questo stesso
istante: z la densith: p 1l intensith della pressione: F il vettore
della forza riferita all’unita di massa; A o due parametri cavat-
teristici del fluido e che supporremo costanti. Nupporremo inoltre
che la forza F sia qualungue, non necessariamente conservativi:
cosi pure supporremo che la densita p possa essere funzione, oltre
che della pressione p, anche di altri parametri, ciod, adottando le
denominazioni di BJERkNES (%), supporremo il fluido baroclino
(¢ lunzione di altri parametri, oltreché di p) e mnon necessaria-
mente barotropo (¢ funzione solo di p).

E noto che I’ equazione (A) pud essere considerata da due di-
versi punti di vista: o ritenendo le grandezze variabili (velocita.
pressione...) funzioni di P e { {HULERO), ovvero ritenendo queste
stesse grandezze funzioni di P, e {, essendo P, la posizione di P
all’istante ¢, (LAGRANGE). '

-Adottando le variabili di BuLero si arviva naturalmente al-
I'equazione di HrerLMnovntz relativa al vettore rotp v, equazione
che pud essere integrata direttamente (supposto il fluido non vi-
scoso). come ha indicato il prof. BocaIio (%), ottenendosi cosi gli
integrali di Caveny,

) Sioveda P Arvreern, Traité de mécanique rationnelle, tomo 111, p 562,
Paris; Gauthier- Villars, 1928, Si veda pure la prefazione al volume.

2) T. Bocaro, Sull integrazione delle equazioni idrodinawiche di Helm-
loltz. « Rend. della R. Acead. dei Lincei », vol. XXT, serie 6%, marzo 1935,
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Adottando le variabili di LAGRANGE si arriva invece natural-
mente all’ equazione di WEBER, da cui si ottengono poi facilmente
gli integrali di CavcHY.

Le equazioni di HELMHOLTZ, WEBER, CAUCHY sono note in
coordinate cartesiane ortogonali nel caso di fluidi senza viscosita,
baroclini e soggetti a forze anche mon conservative (!). Mi pro-
pongo di determinare la forma che assumono queste equazioni
supponendo che il fluido, oltrech® essere baroclino e soggetto a
forze non conservative, sia anche viscoso.

2. Varialili di Eulero; equazioni di Helmholtz e di Cauchy.
— Prendiamo come variabili indipendenti P e {. L’ equazione (4)
pud scriversi, come & ben noto, nel modo seguente:

av  dv

B! A+ 2
:F—F'gradpp—i- B

v

w -
gradp dive v —_ rot’p v,

che rappresenta I equazione idrodinamica sotto la forma di Eulero.
Dalla (1) si ottiene: .

d rotpv dv rotpv rotp F

(2) @, —dP s T,

1 1 1
— ;rotp (; gradp p) — grotp (P rot’p v),

che & la genefdlizzazione della equazione di Helmholtz.
La (2) pud dim\ostrarsi nel modo seguente. B noto che (%) si ha:

dv .1
d;’ V=35 grad vi+rot vAV (si sottmtende Iindice P);

d
_inoltre dall’equazione di continuita a—; + pdivv=0 risulta che

div v @ funzione solo di p e quindi si pud scrivere

A+ 2u

grad div v = (2 + 2u) grad / d_M

Apphcando allora I’ operatore rot ai due membn di (1) si ha:

" arotv

(@) 5 ot [(rot V) A\ ¥] ;—_ rot F — rot (% grad p) — . rot (;1- rot? v) .

(}) Bi veda AppELL, loc. cit., p. 596 e seguenti.
(*) BogaIo, loc. cit..
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Ma si ha pure ()

. droty __ _dfroty dv
®) i '*'1‘0‘7[1'0‘3" y\v]= pdt( ; ) dProtv
Da (x) e (B) risulta la (2).
Dall’ equazione (2) si ottiene:
L dP
3) Po rotpv+defr otp, |~ K{Tﬁrot’ )d;:

- o t St .
dp: fL.
glf [rotpo v, + I'Otpo( az, F) dt -—/rotp,, (;gradpop) dt],
. & to
che & la generalizzazione degli integrali di Cauchy.

Per dimostrare la (8) si pud seguire il vproc‘edimento indicato
dal prof. BogGIo nella nota gid piit volte citata. Basta pertaito
osservare che la (2) pud scriversi in questo modo:

“d rotv v roty 1

1 ®
(Y)‘ @, —aP — ;rot(F——;gradp-——rotzv).

Quest’ equazione differisce da quella considerata dal prof. Bogg1o,
ciod

5 . gl_rotv dv roty rotF
© @ o —ap 5t

per la sostltumone del vettore F, col vettore F — ~ grad p o rot* v

Siccome il prof. Boceio nella sua nota non ha fatto nessuna ipeo-
tesi particolare sulla espressione del vettore F, ne segue che la
formula finale da egli ottenuta, ciod

t
I'_OﬁPV__dE rotp, v, 1 apP
o =g [ o (g v)
. . B to

fornira, sostituendo F eon F —“-91— gradp p — g rot’p v, 1'equazione

seguente a cui deve goddisfare rotp v:

e dP,

O rotpy  dP [rotpo Vo .

1 :
-+ E;[I‘OtPo[ dP (F——gradpp-— —rot PV)}dt].
o Py

) Boealo, loc: cit..
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Notando che (') .
dP (1 1_ dP 1

K ap, (; gradp P) = EK ap, gradp p = ; gradp, p,

da (;V) si ottiene subito 1a (3). ' :

3. Variabili di Lagrange; equazioni di Weber e di Cauchy.
— Prendiamo come variabili indipendenti il tempo { e la posi-

zione P, del punto P all’istante {,.
1’ equazione (A). pud scriversi nel modo seguente

. dP dv dP 1
4 Kgp—o a = Kap F— grddPoP +
A4+ 2 . dP -
‘; ® gradp, leP v — % K ?‘ﬁio rot?p V,‘

“+
che rappresenta Pequazione idrodinamica sotto la forma di Lagrange

Si vede facilmente che si ottiene la (4) applicando K qp. due
o ,

dpP
membri della (A) e tenendo conto che (3 K =5 gradp m = gradp, m,

essendo m un numero.
Dalla (4) si ha:

(K )v_vo fK = F.dt — [gradpopdt—

¢
1__dP . _ [ 1, [ + 2u) . d (divp v)}
[ K ar, rot?p vdt + gradpo. 12 v +" ’ dt,

, to t ‘ ’
che & la generalizzazione dell’ equazione di Weber.

La (5) pud dimostrarsi nel modo seguente. Anzitutto si ha (%)
dP dv d(  dP av d( dP) 1
S PR v — K 55 v) — 5 gradp, v°
aB, &t — & (K ar, ") Kap, Y =a\X ap, ") —z8mdn

inoltre ricordando I’ equazione ' di continuita 'ﬁ +pdivpv =0

®)

si pud scrivere : >
N+ 20 . [(A + 2p)-d(dive V)
- - gradp, divp v = gradp, ; .

Integrando allora la (4) da #, a ¢ si ha la (5)

" (%) BuraLI-FoRrTI e MARCOLONGO, -Analisi vetforiale gemerale. Vol. 1
Trasformazioni lineari, p. 220, form. {4], Zanichelli, Bologna, 1929.

(*) BurALI-FORTI ¢ MARCOLONGO, op. cit.,” p. 220, form. [4]. _
(®) BuraLI-FORTI e MARCOLONGO, op. cit,, p. 188, form. (618
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Dalla (5) si ottiene poi subito la (3), ciod la generalizzazione

degli integrali di CavcHY. Basta per questo applicare ap rotp, ai

dpP,
due membri della (5) e notare che (}): )
dpP dP apP
E-Fo IOtPoK @-; V= (Ia d_IJ—O) «rotp v,
dP po . . A
I, — av, = = = (equaziome di continuitd), rotp, gradp,m =0, essendo m
un numelo
OsSERVAZIONE. — Dalla (5) si ottiene anche il valore, per ogni

istante f,-della circuitazione /v > dP relativa ad una linea chiusa L.

i

Si ha: .
. t .

(6) - fyxap= [vode +/(/E><d13)dt_

Il

L LU ty L

t t
~/( / (i—p) dat — y./(/ g—rot?p v < dP) dt,
.t‘) -L ¥ .0 .l

essendo L, la posizione di L all’istante t

Infatti: sia P la p0s1z1one di P all’istante £,; fd,cendo descri-
vere a P la linea chiusa L, P, descriveri la linea chiusa I,.
Moltiplichiamo internamente i due membri della (5) per dP,.
dP
dP,

(essendo u un vettore). applicando la formula gradp, m=KX - li) gradpm

Applicando il teorema di commutazione, ciod KdP WX —=u X —

(essendo # un numero), e scambiando 1’ ordine delle integrazmm, si
ottiene precisamente la (6).

() BuraLI-FORTI ¢ MARCOLONGO,-0p. cit,, p. 220, form. [8] ¢ p. 98.

>



