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Forma che assumono le equazioni di Helmholtz, Weber, Cauchy 
per i fluidi viscosi, baroclini, soggetti a forze non conservative.

Nota di Filippo Odone (a Fermo).

Sunto. - Si scrìvono le equazioni di Helmholtz, Weher. Ualchv per i 
fluidi viscosi, baraci ini, soggetti a forze non 'necessariamente conserva­
tive, adottando sia il punto di vista di Belerò, sia quello di Lagrange. 
In ultimo si calcola la circuitazione ad ogni istillile lungo una linea 
chiusa qualunque.

1. Premesse. — Consideriamo V equazione indefinita, del moto 
di un fluido viscoso, equazione che seri vernino sotto la forma:

dv 1 AH 2'X o.
i A ) â — 1 — ; gradp p u —-—- grad /> di v /> v — ~ rot j» v.

In questa equazione P rappresenta un punto generico appar­
tenente alla regione di spazio occupata dal Fluido all'istante ge­
nerico t : v è la velocità in questo stesso punto, e in questo stesso 
istante: p la densità: p l’intensità della pressione: 1 il vettore 
della forza riferita all’unità di massa; À. g due parametri carat­
teristici del fluido e che supporremo costanti. Supporremo inoltre 
elio la forza F sia qualunque, non necessariamente conservati va : 
rosi pure supporremo che la deïisità p possa essere funziono, oltre 
die della pressione p, anche di altri parametri, cioè, adottando le 
denominazioni di Bjerknes (r), supporremo il fluido baroclino 
(p l’unzione di altri parametri, oltreché di p) e non necessaria­
mente barotropo (p funzione solo di p).

E noto che l’equazione (A) può essere considerata da due ili­
versi punti di vista: o ritenendo le grandezze variabili (velocità, 
pressione...) funzioni di P e t (Eulero), ovvero ritenendo queste 
stesse grandezze funzioni di Po e t, essendo PQ la posizione di P 
all’istante t0 (Laurange).

• Adottando le variabili di Eulero si arriva naturalmente al­
l'equazione di Helmholtz relativa al vettore rotpv, equazione 
die può essere integrata direttamente (supposto il fluido non vi­
scoso). come ha indicato il prof. Boggio (*),  ottenendosi così gli 
integrali di Cauchy.

I1) Si veda P. Appell, Traité de mécanique rationnelle, tomo III, p 562, 
Puris, (ìauthier-Villars, 1928. Si veda pure la prefazione al volume.

p) T. Boggio, Sull’integrazione delle equazioni idrodinamiche di Helm­
holtz. « Bend, della K. Accad. dei Lincei », vol. XXI, serie 6a, marzo 1935.
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Adottando le variabili di Lagrange si arriva invece natural­
mente all’ equazione di Weber, da cui si ottengono poi facilmente 
gli integrali di Cauchy.

Le equazioni di Helmholtz, Weber, Cauchy sono note in 
coordinate cartesiane ortogonali nel caso di fluidi senza viscosità, 
baroclini e soggetti a forze anche non conservative f1). Mi pro­
pongo di determinare la forma che assumono queste equazioni 
supponendo che il fluido, oltreché essere baroclino e soggetto a 
forze non conservative, sia anche viscoso.

(2)

2. Variabili di Eulero ; equazioni di Helmholtz e di Cauchy. 
— Prendiamo come variabili indipendenti P e t. L’equazione (A) 
può scriversi, come è ben noto, nel modo seguente :

9rot v /I \
—-----k rot [(rot v) /\ v] = rot E — rot grad pj — p. rot

dv à 1 > -P 2kx jx
(1) •+■ jp V = E — - gradp p -»------ -— gradp divp v — - rot2P v,

che rappresenta V equazione idrodinamica sotto la forma di Eulero.
Dalla (1) si ottiene : t

d rotpv dv rotpv rotpE
dt p dP P • p .

— rotp gradp pj — rotp rot 2p vj ,

che è la generalizzazione della equazione di Helmholtz.
La (2) può dimostrarsi nel modo seguente. È noto che (2) si ha :

v = I grad v2 -+- rot v A V (si sottintende l’indice P) ;

dp
inoltre dall’ equazione di continuità ~ p div v = 0 risulta che 

div v è funzione solo di p e quindi sì può scrivere

À4-2p. f d (div v)
—-— grad div v = (A -+- 2jx) gradJ —.

Applicando allora l’operatore rot ai due membri di (1) si ha:

(t) Si veda Appell, loc. cit., p. 596 e seguenti. 
(’) POGGIO, loc. Cit..
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Ma si ha pure C) 
à rnf. V d /rot vX dv(ß) 8-1F-+rot[(rotv)\v] = P51^-p)-äprotv.

Da (a) e (ß) risulta la (2).
Dall’ equazione (2) si ottiene :

Pn ' dP C (l^dP 'X
(3) rotp v + dpJ rotp» (p K dP0 rot p v)=

r io

t t
dP f f /-rr- &P' f /! - X

= -Tp- rotPo Vy rotPo IK jp- P I dJ — I rotPo - gradPop dt 
io io

che è la generalizzazione degli integrali di Cauchy.
Per dimostrare la (3) si può seguire il procedimento indicato 

dal prof. Boccio nella nota già più volte citata. Basta pertanto 
osservare che la (2) può scriversi in questo modo :

, . d rot v dvrotv 1 1 ex X
(y) -u-------= 4- - rot E — - gradp----- rot2 v .df p dP p p \ P p /

Quest’ equazione differisce da quella considerata dal prof. Boccio, 
cioè

d rot v _ dv rot v rot E
di p dP p p ’

per la sostituzione del vettore E, col vettore E 1 kX
— - grad p— - rot2 v.

Siccome il prof. Boccio nella sua nota non ha fatto nessuna ipo­
tesi particolare sulla espressione del vettore E, ne segue che la 
formula finale da egli ottenuta, cioè

t
rotp v  dP [rotPo v0 

P <*P0 [ p0

fornirà, sostituendo 

seguente a cui deve

E con E —- - gradPjp — ~ rot2P v, l’equazione 

soddisfare rotp v :

G)
rotp v __ dP Frotp0 v0

P ” dP^ *~
t

1 f . dP / 1 a \ i I
-+- - lrotPo K E — 7gradpp — -rot’e v) dt\ 

ro./ L up'o \ r p / j
Jo - -

il) Boccio, 1O6. vit..
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Notando che

— dP /I \ 1 dP A 1
K dp- (p ^radp *)  = pKdp; 8radp p = 0 gpad^ p, 

da (C) si ottiene subito la (3).

3. Variabili di Lagrange; equazioni di Weber e di Cauchy.
— Prendiamo come variabili indipendenti il tempo t e la posi­
zione Po del punto P all’istante t0.

L’ equazione (A) può scriversi nel modo seguente :

(4)
dP dv dP 1 

Kdp- dt^Kdp-F~äz™Ap»p +

k 2u jx dP
—-— gradp0 divp v — - K T-p- rot2P v, p p ar o

che rappresenta l’equazione idrodinamica sotto la forma di Lagrange.
dPSi vede facilmente che si ottiene la (4) applicando K -qj- ai due 

dP °
membri della (A) e tenendo conto che (2) K -^p- gradp m = gradp0 m, 
essendo m un numero.

Dalla (4) si ha : 
t t

K dpjv=v»+ J KdF0F-d< -j ? -

4/ - 4 ■ fi 1,2 . fO1 2<x).d(divp v)l
— PJ - K Jp- rot2p ydt gradpj [2 V / —' p --------- 'j di,

che è la generalizzazione dell’equazione di Weber.
La (5) può dimostrarsi nel modo seguente. Anzitutto si ha (3) :

dP dv
K dP0 dt

d / dP > _dv_ _ _d dP \ 
dt \ dpj) dP» V~dt ' V/ — 2 gradp0 V2.

inoltre ricordando 1’ equazione di continuità 4- p divp V - 0. 

si può scrivere :
T-+- 2u , _ f (À 2tx). d (divp v)
—à- gradpy divp v == gradp0J---------— ------------- .

Integrando allora la (4) da /0 a t si ha la (5).

(1) Burali-Forti e Marcolongo, Analisi vettoriale generale. Vol. I: 
Tr as formazioni lineari, p. 220, form. [4], Zanichelli, Bologna, 1929.

(2) Burali-Forti e Marcolongo, op. cit., p. 220, form. [4].
(3) Burali-Forti e Marcolongo, op. cit,, p. 188, form. [51-
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Dalla (5) si ottiene poi subito la (3), cioè la generalizzazione 
dPdegli integrali di Cauchy. Basta per questo applicare rotp(J ai 

uPq

due membri della (5) e notare che (*)  :

(*) Burali-Forti e Marcolongo^ op. cit., p. 220, form. [8] e p. 98.

dP dP ( dP\dP,r°tPo K v = (*»  àpj • rotp ir,

I3 = — (equazione di continuità), rotp grati /- in — 0. essendo m dir o p
un numero.

Osservazione. — Dalla (5) si ottiene anche il valore, per ogni 

istante i, della circuitazione /vX dP relativa ad una linea chiusa L.
L

Si ha :
t

(6) ■ I v x dP = /vqX dP0 -+- ) ( fix dp'j dt —

L Ij\) to L
t t

/ ~cF) dt — / ( / F1 ?p v x

V.) L k L
essendo Lo la posizione di L all’istante tG.

Infatti: sia Fo la posizione di P all’istante ; facendo descri­
vere a P la linea chiusa L, Po descriverà la linea chiusa Z>0. 
Moltiplichiamo internamente i due membri della (5) per dP0.

Applicando il teorema di commutazione, cioè = —
Eo dP0

dP(essendo u un vettore), applicando la formula gradpom=K-z^-gradpm 
dPQ

(essendo rn un numero), e scambiando l’ordine delle integrazioni si 
ottiene precisamente la (6).


