BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA
ITALIANA

GINO ARRIGHI

Sull’esistenza di un integrale,
quadratico nella velocita, nel
problema del moto di un punto
nello spazio

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 1,
Vol. 15 (1936), n.5, p. 216-219.

Unione Matematica Italiana

<http:
//www.bdim.eu/item?id=BUMI_1936_1_15_5_216_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consenti-
to liberamente per motivi di ricerca e studio. Non ¢é consentito
I'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le copie
di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim. eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1936_1_15_5_216_0
http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1936_1_15_5_216_0
http://www.bdim.eu/

216 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sull’ esistenza di un integrale, quadratico nella velocit,
nel problema del moto di un punto nelle spazio.

Nota di Gixo ARRraur (a Lucea).

Sunto. - In guesta Nota si discute la forma i wun integrale, quadratico
nella velocitc, nel problema del moto di un punto in uno spnzio tridi.
. mensionale. :

1. 11 classico problema degli integrali primi comuni a pii pro-
‘blemi di Meccanica cui il BErTRAND liv dedicate due Memoiie
fondamentali (}), & stato di poi ripreso da vari Autori fra i quali.
principali, CrrruTI (3), VIivaxtr (), Marcornoxco (f), DE Cristo-
FARO (%), OpoNE (°) e CasTELFRANCHI (7). In questa Nota mi pro-
pongo di fare, cid che non mi resulta ancor fatto, una trattazione
sistematica dell'integrale intero. quadratico vispetto alle compo-
nenti della velocith, relativo al moto (h un punto nello spazio
tridimensionale. -

() J. BErrraNy. Sur les intégrales convmunes . plusienrs probléues de
Meécanigue, in « Journal de mathématiques (par Liouville) », t: X'V'I1, a. 1852,
p- 121; Sur quelgues-unes des formes les plus simples que puissent pré-
senter les intégrales des équations différentielles di mouvement d’'un point
matériel, in « Journal de mathématiques (par Liouville) », s, II, t. 1L, a. 1857,
p. 113. '

() V. Ceruu'rl, Intorno ad wna generalizzazione di alcuni teoremi di
Jeccanica, in « Collectanea mathematica in honorem D. Chelim », Milano,
1881, p. 171.

(®) G. Vivaxri, Sugli integrali delle equazioni del moto di wn punto che
sono fumzioni lineari fratte delle velocitd, componenti, in « Rendiconti del
Circolo matematico di IPaletmo », t. 6, a. 1891, p. 121.

(9 R. MARCOLONGO, Sui problemi di Meccanica. con due gradi di liberts,
che aminettono un integrale quadratico rispetto alle componenti della velo-
citd, in « Rendiconti B. Accademia di Napoli», s. 3% v. 21, &, 1915, 1. 79.

(%) E. Dr CrisTOrAR0, Problemi dinwmnici a due variabili che ammettono
wn integrale razionale lineare e fratto rispetto alla velocild, in « Atti della
R. Accademia dei Lincei», v. XXVIT, s. 1% 1° sem..

(6) F. Ovonn, Sopra un problema di Meccawica studiato da Bertrand,
in « Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino», v. LXVI, a, 1931,
p. 170.

(") L. CASTELFRANCHT. Problemi i moto che ammnettono integrali primi
lineari, interi o fralti, rvispetto alle componenti della velocita. in « Giornale
di matematiche di Battaglini». v. LVXIT. 4. 1934, p. 1
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Supposta unitaria la massa del punto mobile P e detto F il
vettore, funzione soltanto di P, della forza agente sul mobile,
1" equazione del moto si seriverd -

{1) - P =F(P),
e Vintegrale primo, in istudio, avra la forma
(2) P’ > 7P’ + u >< P’ + m = costante,

dove s (dilatazione), u (vettore) ¢ m (numero reale) sono funzioni
soltanto di P.

In virti della (1), I’ esistenza dell’ integrale (2) importa le con-
dizioni ¢ )

(3) ) dsdP < dP = 0.
4 du < dP =0,
{H) 26F + grad m =0,
(6) : uxF=0.

.Alla condizione (4) si soddisfa assumend-
¢ du=v A dP,

che, per essere un differenziale esatto, dovra ridursi alla forma ()

(7) du=v, A dP,
~dove v, & un vettore costante arbitrario. Integrando la (7) vesulta
(8) ; u=—= v(,\,\ (P — 0)+ u,,
dove O & un punto fisso e u, ﬁn vettore costante, entrambi arbi-
trarl. La (6), per le (1), (8) pud scriversi pure

CPTXV AP —0)+ P x =0,
onde, integrando, resultera

P’ < vy AN (P — 0) + P’ X u, = costante,
ovvero ' ) .
‘ - P’ »<'u = costante,
e Tintegrale (2) dovra seriversi, sempre, pilt semplicemente

9) - P’ <X o P’ + m —= costante,

(®) Naturalmente le condizioni in parola eoincidono con quelle relative
al problema piano, soltanto che se ne differenziano per le soluzioni; vedi
nota citata in (%),

( C. Burani-Forti e R. Marcorongo, Tr a,sfm mazgioni lineari, Bolo«rna :
Zanichelli, 1929, p. 246.
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cid che resulta ancora nel caso di un moto piano (). La (6) scritta
nella forma

F <[V, A\(P—0) +u]=0,

ci dice che le linee d’azione della forza appartengono ad un com-
plesso lineare, come unel caso dell esistenza di un integrale lineare
intero ('%).

Circa la condizione (5), affinché esista un numero m che la
verifica, dovri aversi (%) '
(10 rot (cF)=0.

8i passi adesso all’analisi della condizione (3); ad essa si avrd
soddisfatto assumendo ‘
{11) do=wWA+x-dP\, [# == «(P)]
dove w, dovendo essere funzione di P ¢ funzione lineare di-dP,
avri la forma (%) :
{12) w == fd P,
cont 4=RHP). Ma ds, come 5, deve essere dilatazione, percid- per
(11). (12) dovra prendersi

ﬁdP =-— V{x-dP \),
cosicche sard
(13) . - do = D{a-dP N\).

¢ido cui si riduce in definitiva la condizione (3).
L’ espressione ora data per ds, per essere un differenziale esatto,
& mecessario e basta che lo sin =~

(14 ‘ dP A K=,

~ giacche i simboli D, K sono permutabili con il simbolo di diffe-
renziazione. Ora, detto & un vettore arbitravio costante, fu (14) ¢ 1n

dP A\ Kan
sono entrambe, o nessuna; differenziali esatti; ma la condizione
per quest’ altima & che, analogamente alla (7), sia

Kxa — vetfore costante,

s

la quale, per 1'arbitrarietd di a, ci da finalmente

o = %, = omografia costante arbitraria.

(*") V. nota citata in (%).

(1) V. nota citata in (}), oppure nota citata in (7) ove trovasi pure la
trattazione vettoriale dello stesso argomento.

(*?) Opera citata in (%), pp. 263-264.

(*}) Opera citata in. (%), p. 28. .
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Tenendo presente questo resultato, quando si passi ad integrare
Ia (13) si ottiene ,
5= D2y (P —0y) \]+
dove O, & un punto fisso arbitrario e 5, dilatazione arbitraria
costante.

2. La forma (9) cui si riduce sempre, come si @ visto, I'inte-
grale (2) viene cosi precisata mediante la espressione ora trovata
pvl‘ ’3- |

i osservi che qlmndo 2, & g, sono omotetie vettoriall (costanti). -
por cui lo & purve s, 1a (10) ci da

l'l:'

F = grad U,
ciod ¢i assicura 1" esistenza di un potenziale delle forze e la {") si
riduce al noto integrale delle forze vive.

Prima di cluudere\ ¢ da osservarsi ancora che la (5), in vivti
della espressione di s precedentemente trovata, pud scriversi nella
forma

- Al \¢ \¢
Lizge(P—O)AF — KxyP — O) A F 2P — 0,) A KxoF +
+ 25 F = — grad m.



