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Proprietà caratteristîche délie reti

Nota di MARIO VILLA (a Bologna) (*).

Sunto, - St espongono due proprietà carattertsUche délie reti omaloidiche
d% cufve inane aïgebr^cke tntîmamenie collegate tra loro.

1. Espongo qui due proprietà caratteristiclie délie reM omaloi-
diche di curve piaue algebriche > intimamente collegate tra loro, ed
altre proprietà che ad e*sse pure si collegano, omettendone le di-
mostrassioni che appariranno in altro layoro.

Una délie due proprietà è la seguente :
Gortdizione necessaria e sufficiente afflnchè una rete B di curve

piane algebriche d'ordine > 1 sia omaloidicoù è che la curva ge-
nerica cli R int&rsechi la Jacobiana J d" R soltanto net pnnti h&$p
v cTie tn questi J si comporti regolarmente (*)

Data una rete di curve piane algebriche d'ordine ;> 1 (a Jaco-
biana üon indetermixiata) chiatno tangente sta&ionaria in un punioP
délia curva Jacobiana (non base délia rete) la tangente coinune
aile <3urve (iella rete pas^anti per P. Ciö posto Taltra proprietà è
la seguente :

Condizione necessaria e suffidente perché una rete R éi curve
piane algebriche d'or dîne ^ 1 sia omaloidica è che in ogni pnnto
délia Jacobiana J di R la tangente sta&ionaria sia ivi tangente alla
Jacobtana (oppure sia indeterminata, oppnre, se dt 3 fa parte una
curva C contata v > 1 volte e se il punfo appartiens a C. che la

(•") Lavoir) eseiçuito nel Seminario matematieo dell' TTnrversita di Bo-
logna.

fl) Data una rete di curve piane algebriche, in un punto base O û\
multîphcifà s, con punti base infinitamente vicini 0 tj O2)... di mnltiplicitrA
Sa s7,... nell'intorno del 1° ordine, con punti base infinitamente -vicini
Ö1±, O12>*-. di multiplicità sily s42,.- nell'intorno del 2Ö ordine,... la Jaeo-
biana J délia rete ha in O ahneno la multiplicità 3s — 1; in Qiy Q%+, , al-
meno le multiplicità (eventualmente virtuali) 3s4 — 1, ^s2 — 1, .., in 0iiy

0^,... almeno le multiplicità 3s u — 1? 3s 12 — lj . . Quando le multiplieità
(eyentualmente mrfuali) di J in 0, Oiy 0$,. *9 0 ^ . 0i2î— sono esattamenie
Bs — î, B$± — X, 3s2 -— 1,..., 3slt — lj 3st2 — i,, „ si dira eue J in queîla sin-
golarità base si comporta regolarmente.

Lie rôti di curve che vengono considerate in questa ÎTota si suppon-
gono piwe di componenti fisse.



tangente stamonaria coïncida con la tangente ivi a ,Ç) e che nei
punti base J si comporti regolarmente*

Da questo teorema segue:
Gondizione necessaria e suffidente affinchè la rete R individuata

da tre curve piane algebriche dello stesso ordine ƒ—0, ? = 0, $^=0
{*) ?» ̂  polinomi omogenei nelle variabili x n x2, x3, dello stesso
grado, Unearmente indipendenti, a Jacobiano J- non identicamente
nullo) sia omaloidica è che il polinomio

sia divisibile prer J', oppure sia identicamente nullo, e che la Jaco-
biana J = 0 si con porti regolarmente nei punti base (3).

In altri termini :
Bâti tre polinomi f, <p, ̂  omogenei nelle variabili x1? x%> X3J

clello stesso grado (Unearmente indipendenti, a Jacobiano J non iden-
ticamente nullo), condimone necessaria e sufficienté affinchè dalle

jjossano trarsi le inverse

x} =F, xt = *, as, ~

F, <£>. lF sono polinomi omogenei nelle j l i y s , y3^ deZZo siesso
grado (vale a dire : affinchè le (2) rappresentino una trasforma-
zione cremoniana) è che il polinomio

divisibile per J', oppure sia identicamente nullo, e che la Jaco-

(2) Se il polinomio J è irriducile, oppure se è riducibile ma i fattori che
lo eostituiscono appaiono elevati alla prima potenza, si porrà J~Jf. Se
invece J è riducibile e in esso appaiono fattori con esponenti > 1, a)lora
J' è il polinomio costituito da tutti e soli i fattori costituenti / elevati
alla prima potenza, ]S"eirenunciato del testo? al polinomio (i) si puö so-
stituire il polinomio (fyi — yfi)Jz — (/"*f3 — <pfz)Ji* oppure il polinomio
if<¥î — 9/2)^3' —(/^P3—9/3)^2'' ^ a P e r o eccezione il caso in cui J è divisibile
per x3. Allora affincnè la rete sia omaloidica oltre ad essere divisibile
per J[ il polinomio (1), occorre che sia divisibile per Jf anche il primo dei
polinomi ora indicati (il che nel caso presente non awiene necessaria-
menteï e, se J è divisibile anche per x2, occorre ancora che sia divisibile
per J ' anche il secondo dei polinomi précèdent! (il che nel caso presente
non awiene necessariamente). Gli indici in basso indicano derivate par-

i : cosï f{ — —^— e analogamente.
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biana délia rete individuata dalle tre curve f — 0, © = 0, ty — 0 si
comporti regolarmente net punti base (3).

Osservazione : Se in questi due ultimi enunciati al polinomio
{ffi — <?f\)Jt —if f 2 — yQJ\> ° a d u n o <*ei <*ue indicati nella '(*), so-
stituiamo il polinomio

(3) (fa-tfiWt -(m-T/^i,

oppure (/cpx - <ffi)Jz — (foi — <p/3)̂ i o (fog - ®QJZ — (/<p3 - 9/3)^, e si
impone la divisibilità per J (invece che per ƒ'), si ottiene una con-
dizione soltanto necessaria (in quanto sfugge il caso in cui la Ja-
cobiana ha una componente multipla). Di conseguenza, dovendosi
rerificare se una rete è o no omaloidica, si dovrà ricorrere alla (1).
Invece nella ricerca di reti omaloidiche col metodo analitico che
scaturisce dal risultato précédente, converrà ricorrere alla (3) sulla
quale s'impernia appunto un metodo nuovo.

2. Data una rete R di curve piane algebriche d7 ordine n > 1,
indichiamo con ce, il numero dei punti base semplici, con x% quello
dei punti basé doppi,.. . , con xr quello dei punti base r -p l i . . . . , con
ic ir_r quello dei punti base (n — l)-pli, tutti questi punti base es-
sendo fra loro distinti o infinitamente vicini.

Orbene^ dalla prima proprietà del n. 1 segue che quando e solo
qimndo la R è omaloidica sussiste la relazione

(4) S r(3r - l)xr = 3n{n — 1),

dalla quale si dedneono le due classiche relazioni di Cremona (4)

2 r*xr ==. n2 — 1, 2 rxr == 3(n — 1),

le quali. in definitiva^ ne costituiscono una sola: la (4).

3. Data una rete di curve piane algebriche d'ordine > 1 (a Ja-
cobiana non inde terminât a), le curve délia rete pas s anti per un
punt o P délia Jacobiana J (diverse dagli eventuali punti base délia

(31 In questo enunciato al polinomio (1) si puö sostituire uno qualunqtie
dei due polinomi indicati nella p). Se perö J è divisibile per x3 (per x2

o per x{) alla condizione del testo si deve aggiungere quella o quelle
esposte nella (2). Se ƒ", 9, $ sono di 1° grado, le (2) ràppresentano una omo-
grafia e la condizione (1) è senz; altro verificata essendo J± ' =B J2

f == 0.
(4) Si veda: Opère matematiche di Luigi Cremona, vol. II. Hoepli, Mi-

lano, pp. 56-194, 1915; BERZOLARI, Aîgebraische Transformationen und
Korrespondensens « Enzykl. d. Math. Wiss. », III , C, lt , Teubner. Berlin; pp.
1952-2087, 1933.



204 M. VILLA

rete} Itanno tutte la stessa, tangente t (tangçMe stazionaria), esclusa
la eurv# délia rete avente in P punta doppio. La eurva F inri-
lu p pat a dalle ÔO1 rette stazionarie t {relative agli po1 punti P di J),
è la cayleyana délia rete.

La cnrva délia rete a-vente în P punt o doppio ha ivi pex tan-
genti due rette tlt t% (che si dirauno tangenti nodaK) che, com*è
~b«n noto (5), separa.no armonicamente la coppia costituita dalla tan-
gente in P alla Jaeobiana e dalla tangente stazionaria* Anche
Finviluppo délie tangenti nodaii ^ , t% è coYariante pr-oiettivo çLella
rete (6).

Quando -e $olo quathdo la rete è omaloidica la curva T coïncide
con J' O e la Jacobiana délia rete si comporta regoî$> mente nei
punti base* La coincidenza délia tangente $tazionari& con quella
délia Jacobiana impHoa la çoineidenza di una délie tangenti JXO*

li con la tangente alla Jacobiana, e inversamente.

CondiBione necessaria e stifficiente perche nna rete di curve picme
algebrtche sia omaJoidica è che la curva invü%ppaia dalle tangenti
nodaii ^i spesm in J ' (s) e in iîna curva residua e che la Jacobiana
délia rete si comporti regolarmente nei punti base

Per le xeti omaloidiche, rimane cpùndi da consulerare la ctirva
residua (Q).

(D) Si veda ad eg.: VILLA, Swlle singolarttà délia Jacobiana di
ipersuperfi&té deîlo spazio ad v dnnensiont, « Memorie 4ell'Istituio
baj'do di Science e Lettere », ser. III, vol. XIII, pp. 180. 3*2, 243, 1ÔB1.

(e) I punti in ctti si întersecano la curva V e îacuiva iiiTiïuppata daîîe
tangenti Boda-li e i punti in cui esse inlersecano J potjebbero pure e&-
sere esaminati.

(7) Se pero nella rete existe un faseio di curve dotato di utia curva
base O; contata almeno due volie, allora V è dato dâ J' a eui si sia tolta
là componente C (si foadi che C fa parte di / . contata aîmeno due voljte,
e qnindi di / ' )•

p) Y aie la stessa riserva espressa nella i1).
(9) Per una rete omaloidica di coniche, l'inviluppo délie tangenti no-

dali, diverse da quelle délia Jacobiana, è ^ostituito dal trë fasci di rette
aventi per centri i tre punti base. In questo caso ntanca quindi la curva;


