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PROPRIETA CARATTERISTICHE' DFLLL RETI OMALOIDICHE 20t

Proprieta caratteristiche delle reti omaloidiche.

Nota di Mario ViLLA (a Bologna) ().

Sunte. - Sz espongono due propriete caratteristiche delle retr omaloidiche
du curve prane algebriche intimamente collegate ira loro.

1. Espongo qui due proprieta caratteristiche delle reti omaloi-
diche di curve piane algebriche, intimamente collegate tra loro, ed
altre proprieth che ad esse pure si collegano, omettendone le di-
mostrazioni che appariranno in altro lavoro.

Una delle due proprieta & la seguente:

Condizione mnecessaria e sufficiente affinché una rete R di curve
piane algebriche d’ordine >>1 sia omaloidicd & che la curve ge-
nerica di R intersechi la Jacobiana J d° R soltanto nei punti Lase
¢ che m questi J si comporti regolarmente (%)

Data una rete di curve piane algebriche d'ordine > 1 (a Jaco-
biana non indeterminata) chiamo tangente stazionaria in un punto P
della curva Jacobiana (non base della rete} la tangente comune
alle curve della rete passanti per P. Cid posto 1’altra propriethr &
la seguente :

Condizione mnecessaria e sufficiente perché una rete R dv curve
piane algebriche d ordwme -1 sia omaloidica & che in ogni punio
della Jacobiana J di R la tangente stazionaria sia ivi tangente alla
Jacobrana (oppure sia indelerminata, oppure, se d1 J fa parte una
curva C contata v > 1 volte e se il punto appartiene a C. che la

(") Liavoro esegmito nel Seminario matematico dell’Umiversita di Bo-
logna.

(') Data una rete di curve piane algebriche, in un punto base O di
multiphcita s, con punti base infinitamente viecini Oy, 0,,... di multiplieita
84, S»;... nell’intorno del 1° ordine, con punti base infinitamente vieini
0,4, 0,y ... di multiplicitd s,,, s,s,... nell’ intorno del 2° ordine,... la Jaco-
biana J della rete ha in O almeno la multiplicita 83s — 1, in 0,, 0,... al-
meno le multiplicityh (eventualmente wvirtuali) 3s, — 1, 8s;, — 1, .., in Oy,
0,2, ... almeno le multiplicita 3s,, — 1, 3s;, — 1,. . Quando le multiplicitd
(eventualmente wirfuali) di J in 0, O, O,,.., 0,,. O,3,... sono esatiamente
3s—1, 884 —1,38s,—1,..., 8s,;, — 1, 85, — 1,.. si dird che J in quella sin.
golaritd base si comporta regolarmente.

Le reti di curve che vengono considerate in questa Nota s1 suppon-
gono prive di componenti fisse.
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tangente stazionaria coincida con la tangente vi a C) e che nei
punti base J si comporti regolarmente.

Da questo teorema segue:

Condizione necessavia e sufficiente affinche la rete R individuata
da tre curve piane algebriche dello stesso ordime f=0, =0, $=0
{f, ¢, ¥ polinomi omogenei mnelle variabili x,, x,, X,, dello stesso
grado, linearmente indipendenti, a Jacobiano J. non identicamente
nullo) sia omaloidica & che il polinomio .

(1) (fo, —of)s — (fos — of;)J)

sta divisibile per J', oppure sia identicamente nullo, e che la Jaco-
biana J = 0 si cow porti regolarmente nei punti base ().

In altri termini: :

Dati tre polinomi f, ¢, 4, omogenei nelle variabili x,, x,, x>
dello stesso grado (linearmente indipendenti, a Jacobiano J non iden-
ticamente nullo), condizione necessaria e sufficiente affinche dalle

(2) =" Yo =95 Ys =1,
possano trarsi le inverse
x, = F, 2 = b, = W,

dove F, ®, ¥ sono polinomi omogenei melle y,, v,, ¥;, dello stesso
grado (vale a dive: affinche le (2) rappresentino una trasforma-

.

zione cremoniana) & che il polinomio

) (for — of )My — (fo, — oMy

sia divisibile per J', oppure sia identicamente nullo, e che la Jaco-

(3) Se il polinomio J 2 irriducile, oppure se & riducibile ma i fattori che
lo costituiscono appaiono elevati alla prima potenza, si porrd J=J' Se
invece J & riducibile e in esso appaiono fattori con esponenti > 1, allora
J' & il polinomio costituito da tutti e soli i fattori costituenti J elevati
_alla prima potenza. Nell’enunciato del testo, al polinomio (1) si pud so-
‘stituire il polinomio (fip, — wf)s' — (frs — ¢fs)J,/, oppure il polinomio
(foe — 9fo)ds — (foa— ofs)Jy’. Fa perd eccezione il caso in cui J & divisibile
per x;. Allora affinché la rete sia omaloidica oltre ad essere divisibile
per J’ il polinomio (1), occorre che sia divisibile per J’ anche il primo dei
polinomi ora indicati (il che nel caso presente non avviene necessaria-
mente} e, se J & divisibile anche per w,, occorre ancora che sia divisibile
per J' anche il secondo dei polinomi precedenti (il che nel caso presente
non avviene necessariamente). Gli indici in basso indicano derivate par.

ziali: cosi f, = a—awf— e analogamente.
L
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biana della vefe individuata dalle tre curve f —0, 0 =0, ¢ =0 si
comporti regolarmente nei punti base (%).

" Osservazione: Se in° questi due ultimi enunciati al polinomio
(for — of ), — (fes — (p}‘,)J,’, o ad uno dei due indicati nella (%), so-
stituiamo il polinomio

(3) (tey — of))y — (r9s — 9f2)1 s

oppure (fo, — ¢f )3 — (fo; — 9f3)Jy © (for — of)s — (fos — ¢f3)J,, e si
impone la divisibilita per J (invece che per J’), si ottiene una con-
dizione soltanto necessaria (in quanto sfugge il caso in cui la Ja-
cobiana ha una componente multipla). Di conseguenza, dovendosi
verificare se una rete & o no omaloidica, si dovra ricorrere alla (1).
Invece nella ricerca di reti omaloidiche col metodo amalitico che
scaturisce dal rismltato precedente, converra ricorrere alla (3) sulla
quale s’impernia appunto un metfodo nuovo.

2. Data una rete R di curve piane algebriche d’ordine 2% > 1,
indichiamo con x, il numero dei punti base semplici, con x, quello
dei punti base doppi, ..., con x, quello dei punti base »r-pli, ..., con
x,—, quello dei punti base (n» — 1)-pli, tutti questi punti base es-
sendo fra loro distinti o infinitamente vicini.

Orbene, dalla prima proprietd del m. 1 segue che q'u,ando e solo
gquando la R & omaloidica sussiste la relazione

4) 2r(3r ~ L, = 3n(n — 1),
dalla quale si deducono le due classiche relazioni di Cremona *)
S, = nt — 1, 2 rx, = 3(n — 1),

le quali, in definitiva, ne costituiscono una sola: la (4).

3. Data una rete di curve piane algebriche d’ordine > 1 (a Ja-
cobiana non indeterminata), le curve della rete passanti per un
punto P della Jacobiana J (diverso dagli eventuali punti base della

¢} In questo enunciato al polinomio (1) si pud sostituire uno qualunque
dei due polinomi indicati nella (?). Se perd J & divisibile per x; (per x,
o per x;) alla condizione del testo si .deve aggiungere quella o quelle
esposte nella (2). Se f, ¢, ¢ sono di 1° grado, le (2) rappresentano una omo-
grafia e la condizione (1) & senz’altro verificata essendo J, = Jy'=0. -

(*) Si veda: Opere matematiche di Luigi Cremona, vol. II. Hoepli, Mi-
lano. pp. 56-194, 1915; BERzOLARI, Algebraische Transformationen wund
Korrespondenzen, « Enzykl. d. Math. Wiss. », I1I, C, 11, Teubner, Berlin, pp.
1952-2037, 1933. -
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rete) hanno tutte la stessa tangente t (fangeénte stazionaria), esclusa
la curva della rete avente in P punto doppio. Lia curva I' invi.
luppata dalle oo! rette stazionarie £ {(relative agli co! punti P di J),
¢ la cayleyana della rete.

La curva della rete avente in P punto doppio ha ivi per tan-
genti due rette ¥,, ¢, (che si dirauno famgenti nodali) che, com’®
ben noto (%), separano armonicamente la coppia costituita dalla tan-
gente in P alla Jacobiana e dalla tangente stazionaria. Anche
Vinviluppo delle tangenti nodali{,, f, & covariante proiettivo della
rete (9.

Quando ¢ solo quando la rete & omaloidica la curve I coincide
con J' (") e la Jacobiana della rete si comporta regolp)mente mnei
punti base. Lia coincidenza della tangente stazionaria con quella
della Jacobiana implica la coineidenza di una delle tangenti mo-
dali con la tangemte alla Jacobiana, e inversamente.

Segue:

Condizione necessaria e sufficiente perché una rete di curve piome
algebriche sia omaloidica & che la curvae inviluppata datle tangenti
nodali «i spezzi in J' (%) e in una curva residua e che la Jacobiana
della rete si comporti regolarmente nei punti base

Per le reti omaloidiche, rimane quindi da considerare la curva
residua (°).

°) Si veda ad es.: ViLLA, Sulle singolaritec della Jacobiana dJi r+1
ipersuperficie dello spazio ad r duxensiom, « Memorie dell’ Istituto Liom-
bardo dr Scienze e Lettere », ser. III, vol. XIII, pp. 180. 242, 243, 1931

(%) I puntiin cui si intersecano la curva I’ e la cmiva inviluppata dalte
tangenti modali e i punti in cui esse interseeano J pottebbero pure es-
sere esaminat:.

(") Se perd nella rete esiste un faseio di curve dotato di una curva
base C, contata almeno due volte, allora I' & dato da J' a cui si sia tolta
la componente C (si badi che C fa parte di J. contata almeno due volte,
e quind1 di J').

(®}) Vale la stessa riserva espressa nella (7).

(%) Per una rete omaloidica di coniche, I’inviluppo delle tangenti no-
dali, diverse da quelle della Jacobiana, & costituito dai tre fasci di rette
aventi per centri i tre punti base. In questo caso manca quindi la curva
residua.



