BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

LUIGI MURACCHINI

Su alcune proprieta di particolari serie
doppie

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 3
(1948), n.3, p. 228-236.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1948_3_3_3_228_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamente
per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAT & UMI
http://wuw.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1948_3_3_3_228_0
http://www.bdim.eu/

228 L. MURACCHINI

Su alcune proprietad di particolari serie doppie.

Nota di Lurer MUurRaceHINI (a Bologna) (¥).

Santo. - 8¢ studiano particolari serie doppie che gemeralizzano formal-
wmente le serie semplici ordinarie di DIRICHLET.

Nella presente Nota tratto le serie doppie del tipo (%)

o0

1) =

Um,n
~ s ot
m, n>0 nw + m

dove s, f sono due variabili complesse e le am,» costanti nume-
riche. Queste serie hanno qualche analogia formale con le serie
semplici ordinarie di DIRIELET

2) s e
n>0 W
La pil naturale generalizzazione di queste ultime sarebbe in-
aero costituita dalle serie doppie del tipo:

o ;
. fmym
) F s

myn>0 W+ M

le quali, peraltro, sono gia state diffusamente studiate (?).

Mostrerd che vi & qualche analogia, nelle proprietad di conver-
genza, fra le (1) e le (2) che & perd di natura differente dall’ana-
logia che intercorre fra le (2) e le (3). Cid appare esser dovuto al
fatto -.che l’operazione di elevazione a potenza & associativa rispetto
alla moltiplicazione, ma non rispetto all’addizione.

Nel mio studio mi ispirerd ai metodi impiegati rello studio della
convergenza delle serie (2). Questi metodi sono esposti, fra altre

opere, in quelle di VALiRON e di Harpy e Riesz ().

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell’ Universitd di Bo-
logna. i . ' )

(*) Lo studio di queste série mi & stato proposte dal prof. G. CIMMINO,
che ringrazio sentitamente per i suoi comsigli e suggerimenti.

(%) Citero fra gli altri i seguenti lavori: T. Kosima, « Sci. Rep. Téhoku
University », 9 (1920) 351-400; N. TAKAGI, < Téhoku Math. J. », vol. 43.
(1937), pag. 58; J. G. HERRIOT, « Bull. Am. Ma h. Soc. », 46, (1940), 920-29,

(®) VALIRON, Théorie generale des series de Dirichlet. Paris, 1927. HarvY
and Riesz, The general theory of Dirichlet’ sseries. Cambridge, 1915. .
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1. I’ espressione (1) pud non avere senso; per certi valori di «~
e t e delle costanti tm,». Importa innanzi tutto vedere quando cid
avvenga.

Poniamo :
8 == o+ 14k, t—=1+ iy

Le coppie di valori (s, {) si potranno rappr_esentm-e con 1 punti
“di uno spazio a quattro dimensioni (s, 7, %, ). Si ha in primo luogo
il seguente:

TroREMA 1. - a) Se le costinti am,n dé (1) sono tuite differenti d-
zero « partire da certi m, ed n, allora la (1) non ha senso in infi-
niti punti, ovunque densi della regione ot > 0.

b) La (1) ht senso in ogni punto della regione ot << 0, le co-
stanti am,n essendo qualsiansi.

Dimostro che: dati ad arbitrio £, 7,, 5,, 7, con ¢z >0 vi sono
infinite coppie o, T, prossime a ¢, 7, e %, # prossime a g,, n, per
cui-e: .

|ns+m | =0

con » e m grandi quanto si voglia e quindi, se il corrispondente

coefficiente @m,» & 3=0, in quei punti la (1) non ha senso. Se in-
vece & 64ty << 0, allora & sempre:

| ns -+ mt| =0
e la (1) ha sempre senso.
Abbiamo _

4) n*=nvet logn,  m = mTenlogm
(5) | %5+ mt | =0 + m*® + 2nom~ cos | % logn — 7 log m |
e sard:

: Jns+~m | =0
‘se : .
() |Elogn —nlogm|=(2K + )=
(¢2) 0o = mT (K intero)

per gli stessi m ed n. Lia condizione (i4) non pud essere soddi-
sfatta per una coppia o, Ty COXL 64T, < 0. Da cid segue la parte b)
del Teorema.

Supponiamo dunque ot > 0. In tal caso & s/t e supponiamo
inoltre che questo rapporto abbia un valore razionale :

o/t = plq (p e q interi > 0)
allora tutfe le soluzioni della (i7) saranno date da:
m = k? n = k9 (k intero > 0, arbitrario).

Occorre ora vedere se qualcuna di queste infinite coppie di in-
teri (m, #) & tale da soddisfare la (7) dove % e 4 si prendano oppor-
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tunamente. Dico che si possono trovare % e 4 vicini quanto si vuole
agli &, e 0, assegnati e tali che con essi si possa soddisfare la ()
nelle condizioni anzidette.

Nel piano rappresentativo delle coppie'(i, 1), tutte le coppie di
valori (punti) che soddisfano la (¢3) con =,, m,, K, stanno sulle
due rette
(6) | Elog n, — nlogm, | — K, + )= =0.

Per dimostrare gnanto ho asserito, fard vedere che si pud far
passare una delle rette del sistema (4) vicino quanto si- vuole al
punto (§,, 1,) assegnato, che allora (¢, n) sard il punto di questa
retta che & pilt prossimo a (%, n,). B sottinteso che la coppia (m, n)
relativa a questa retta deve essere presa fra quelle che soddisfano
la (43).

La. distanza di (&, =) da una retta (7) &

@ d_;glogn—nlognﬂ— @K+ 1m D

V{log n)* + (log m)? " V{iog n)® + (log m)*”

Siano n = k1, = k2 .(k arbitrario); prendiamo allora k cosi
grande che sia:

2% . v
— (¢ arbitrario > 0
\ (tog n)* + (log my

(cid varrd anche per tuttii k successivi), p"rendiamo poi K dato da:

K= E(‘ lw—’—‘-i;i"g mj= ’) (B(...) = parte intera di...)

dove n ed m hanno i valori detti. Sarh:

@K + 1)r — 1 Elogn — nlogm || << 2=
e quindi: ' '
D]l 2%
cioé:
a <e.

Riassumendo: il campo C sia tale che per i suoi punti & st >0.
Sia Py(oq, Ty, {4, Me) un punto qualsiasi di C. Si pud trovare o, <
vicini quanto si vuole a ¢y, 7y, e tali che o/t sia razionale. Si pud
poi trovare &, % vicini quanto si vuole a §;, 4, e tali che per essi
e per ¢, v le due condizioni () e (éd) siano soddisfatte dalla stessa
coppia (m, ») con ne e » grandi quanto si vuole.

Si conclude che in P(s, 7, §, ) vicino quanto si vuole a P, dato,
la (1) non ha senso, se gli am,» sono tutti differenti da zero a par-
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‘tire da certi n, e m,. Che i punti P siano dappertutto densi segue
facilmente dalla dimostrazione che ho. data.

Il Teorema I & quindi dimostrato.

Osservazione. — 1/ espressione (1) ha sempre significato nel caso
che sia 6t — 0, ma non s =0 ¢ v =0 contemporaneamente. In que-
st’ nltimo caso I’ espressione non ha senso se tutti gli @m,» sono
-differenti da zero a partire da certi m,, n,. Cid si vede agevol-
mente seguendo il metodo: che ho usato. ‘

2. T seguenti ulteriori risultati si dimostrano agevolmente in
base al Teorema I ed agli argomenti per esso adoperati (cioé con-
siderando sempre la ¢ e la (#4)). Mi limito quindi ad enunciarli:

TrorEMA II. - Percheé I’ espressione (1) abbia senso in tutti ¢ punti
i wn intorno di un punto oy, T,, &, 1, dello spazio (s, <, £, =) per
cui sia sempre:

_ 0O<p<or<u
oppure sempre:

oft > % 0 0 < »; < B
occorre e basta che in essa (1) manchino tutti i termini con

EmP) < m << E(n?)
-0 rispettivamente quelli con

m > K (n>) 0 n < m << E(nP).

La dimostrazione si fa osservando che nelle condizioni del Teo-
rema la (¢¢) non pud venir soddisfatta e che d’altra parte se vi &
in (1) qualcuno dei termini con E (P << m << E(n#), oppure con
con m=E(n?) o 0 < m =< E(nB) la (4) e la (i) possono venir soddi-
sfatte in un punto dell’intorno detto. :

CororuLaRrIO: Se: la regiome C, estesa in tutle quattro le dimen-
~stoni, ¢ tale che per ¢ suwoi punti 4l rapporio o/t acquista tutti
valori da 0 a + oo alloru I espressione (1) mon pud avere sigwifi-
cato per tulti ¢ punti di C a meno di ridursi ad un sol termine.

Coi Teoremi (1) e (2) ed il corollario restano determinati tutti i
casi in cui I’ espressione (1) ha senso in tutti i punti dell’intorno
di un punto. '

Mi occuperd nel seguito della convergenza delle serie (1) quando
non si facciano ipotesi sugli @m,n ¢ le considererd soltanto in regioni
in. tutti i punti delle quali esse hanno senso.

3. Passo ora a studiare la convergenza delle (1) (nel caso detto)
nel senso di STOLZ ¢ PRINGSHEIM.
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Percid mi servo di una formula che generalizza una ben nota.
formula di ABEL e che si puo ottenere appunto applicando questa
ripetutamente (*).

Pongo:

Al Bn,m = Bn, m B11,~F1, wm
Az Bn,m - -B'n,m — B'n, m41
AjA, Bn, m = A\ Bn,m == Bn,m - Bn—r—l,m e Bn, m--1 Bwl—l, w1

Lia formula & allora:

n, mBn,m s

q’ n

g--1 q'—1$ ’ ( - ' |
— —+ }—‘ ? Ay Bn,q —!p. Z Av, ]). .‘ —+
P »’

z;ll ? AlAﬂ B"’;‘”
®) T

+2m‘ABq,7n>J ZPA;uE"‘qu'% Zp. v, e

_‘.24
Py
EZ b

Con I’aiuto di q_ueste formule posso studiare la con'vergenia
semplice della (1) quando si supponga che detta serie converga per
§==.8, e t =1, tali che

5y =0, To=

cioé converga:

=)
)

s, << 0, 1y = 0)

0

Am, n
m, n>1 W+ b’

L4 8

Occorre prima dimostrare due Lemmi :
. Liemma I. - Se la serie:

‘;2 O, n

a —~—
) 2, w0 M50~ ko
converge ed &

5, =0, T <0 (o 0,0, T, = 0)

e !syl, o4, |t 1, t, tutts =F o oppure tutti nulli,
allora converge pure la serie:

. X Om,n : S Om,n
b) 2z =, 0  —.
m,n>0 N0 m,n>0 Mo

Viceversa, se la b) converge ed é:

% _.>§ 0, (0 7=0)

(*) Si veda p. es.: C. MoOrE, Summable series and convergence facto';"s,.
« Amer. Math. Soc. Colloquium Publications », vol. XXII
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allora converge la a) per ogni t, (0 s,) con:
=0 (0 ,=0)
ed 's,i, %5 "ty T, tutti =0 oppure tutti nulli.
1°-8:
§ (iyyi,_rf — ';j Am,n . @30 —+ mto o ",;;" Am,n 14 4_’”/_0
my >0 M e >0 50—+ Mt C s m, n>0 WSO -+ “mbo .mso )"

E poiche la «) converge basterd dimostrare che converge la:

m, ns0 WO+ mb o ps

grandi e

(9)

e per questo, dimostrare che, per ogni p(<C Q), P(=q) abbastanza

L
2 Do sy ite e
» p’ .

< {e =~ 0, arbitrario)..

Applichiamo la formula (8) al primo membro della (9); si avra:

g q" Am,n mto

P e - mb | T

q—lq’—l m‘o nomo oy,

=3 2, Ay — 3, v“¢_

pn 2 pso v8o + uto

n o, ] =l(  mb & a

P o A $+Z %A.,——..;,El —Y {+
% Z g% vSo — uto

(ty,y
_.zv Zp sy

vio who |

sty g
(10} + 2, } A NS0 S =yl 4 use
p P s

Ma essendo convergente la a), tutte le somme doppie estese a
fermini Oy sono, per e p’ sufficientemente grandi mi i
rmini o=y , per p e p mente grandi, mineri.
di ¢, > 0 arbitrario.
Esaminiamo inoltre:

mbo
Al
Tenendo conto che:

1
meo (1)

2

mto. | mbo
) R TC s

SR
Sl 1Mo (- 1)%

[ mto — (m + 1 i(m—o—l)”o—mfo|

(per la dimostrazione vedi VALirRON o HaARrDY-RIESz, op. cit.)
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ottiene agevolmente:

A =3 ol * mo
mbo t, o
2 o ol "
T
A A, _”ﬂ) < sit_‘? m
tps | | oyt L)
0°0 n-o

Prendendo i}n; (10) 1a somma dei valori assoluti e tenendo conto

di guanto si & detto, e inoltre chiamando K il maggiore fra |=°
1 ) b 2524 .
to . .
e | —=| si avra:
TO
g‘ ﬁ U, mbo L quvl q'— ‘ K S‘ A q’l’o
Ly &y /n,—_so T 'n},to s | < &) &, _4 AN A +- € _an N o0 -4-
r » r’
R Lo 7 Y3.) o
sKZm —»+s,q = K‘L—usg—~—usp——+
qco qdo ) qo'o
=1 . T o 1’7o To p’To Ty
+ 5 K* X, A, —'—0._,_31(1——:_51 L7 *‘-II(“’q—-—eK2 —p & Kq— -+~
p, qo qo‘o pcc, po’o qc qa‘o
”l‘o To 't
+ g kL _ £, kL Kp e K— 7 € g )
pa . qco qo‘o qco qG‘o

e si vede chiaramente che per p, p’ abbastanza grandi e q > p,
g > p’ si pud rendere questa espressione <<e (¢ > 0, arbitrario).

2°, — Per dimostrare la seconda parte del Lemma si procede
in modo analogo, partendo da:

®© A, n X pyn ns

0 50 0 L s e -t

e moditicando convenientemente i passaggi.
Levua II. — Se la serie doppia :

R
a) — dove =0

m,n>0 (o

converge, allora la serie doppia:
D Um,n

b) o

n, n>0 "

converge per tulti gli s con o =o, purcheé |s|, o, |s,|, o, stano tutti

== 0 oppure tutti nulli.

R

Omen. & OCinyn N5

@©
2 s T S, s
. om,n>0 w m,n>0 n> w
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Si applica la formula (8) al secondo membro e si procede in
wmodo simile a quello usato per il Lemma I.

Abbiamo ora il:

TrorEMA III. - Se la. serie doppia

o
P Am, n

m, n>0'”’ -+ mé

converge per s = s, con 6,=>0, 7,==0 (0 5,=0, 1,=0) essu conver-
gera pure per ogni s e t con s =cy, T=0 (60, r=r7) e s, o,
[t , = tutti 4= 0 o tutti nulli. La convergenza sard uniforme in ogwi
regione dello spazio (s, <, & =) tutti i punti (s, t) della quale soddi-
sfino alle dette condizioni.

La dimostrazione, che non svolgo in dettaglio essendo agevole,
si svolge, applicando ripetutamente i due Lemmi dimostrati.

Un Teorema analogo al IIT si ha riguardo alla convergenza
assoluta :

‘TrEorEMA IV. - Se la serie doppia:

< Am,n

i, >0 N+ mt

convergente assolutamente per s=s, e t=t, con 5,=0, 7, <0 (o
6, =0, 7y = 0) essa converge pure assolutamente e wmformemente
per ogni s e t con:
6=, =0, (o ¢==9, T=>7T,)-
La dimostrazione & pressoche immediata quando si tenga conto
della: '
2 1 1

ﬁq,so e it

noo

mediante la quale si pud vedere che la serie dei valori assoluti
della (1} si comporta come la serie:

- am,nﬂ
el _"_—
m,n>0 N

e da gui discende il Teorema.

Mediante i teoremi ITI e IV e col raglondmento ben mnoto di
DEDEKIND si ha il seguente:

TeorEMA V. - Data la serie doppio:

\‘ Ay

m, ”>0 s -+ mt

esiste un numero reale o¥ (0 %), (0 <c*<< + oc, 0 < v+ << 4 o) tale
chie, variando s e t in una regione per i cui punti & ot =0 la serie (1)
converge certo per s >c* et =<0 (oppure ¢ =<0, v _ *) e certament -
non converge per 5 _- ¥ e 150 (oppure ¢ <0, v < *). Dove converge
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converge altresi uniformemente jurche siano |si, ¢, | t}, © tutti 4=0
oppure tutti nulls ' '

Esistono inoltre due nmumeri o* o w* qventi le analoghe proprieti
riguardo alla convergenza assoluta. '

Si potfrebbero costruire esempi d1 serie per cui ¢* o * hanno
qualsiasi valore fra quelli che essi’'sono suscettibili di prendexe
Ma non mi dilungherd su cid, perche queste costruzioni si fanne
senza difficoltd guidandosi cogli esempi gia costruiti per le serie
ordinarie di DiriCHLET (per es. in HARDY-REsz, op. cit.).

4. T campi di convergenza fin qui trattati sono tali che per i
loro punti & ¢t << 0 e quindi le serie (1) hanno senso in tutti i punti
di tali campi, qualsiasi possano essere gli Gm, «. '

Per una serie (1) che converge per s=s, e { =1, con c,t, > 0
il metodo che ho usato non da nessun risultato. Esso permette
soltanto di vedere che per una tale serie non & sufficiente il fatto
che essa converga in un punto di un campo (in ogni punto del quale-
essa abbia senso) per poterne dedurre la convergenza in altra parte
del campo. Per fali serie converra quindi usare altri metodi par-
tendo da altre ipotesi.



