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Le estensioni centrali di gruppi.

Nota di LoriNzo Canapi (a Strasbourg).

Sunto. Determminazione dell’ insieme delle estensiont centrale (fopologiche e
won) di un gruppo dato F per un gruppo dato B wn termni di gruppi
di coomologia. Determinazione di alcuni cast mnportanti in cue ntie
le estensioni topologiche sono [ibrate e centrali. Generalizzazione di ri-
sultati di Brnpysarca-MacLang e di A. Snariro.

Lin terminologia e le notazioni sono guelle usate da me in (Y) e
qui applicate anche ad estensioni non topologiche. Lie dimostrazioni
dettaglinte suranmo pubblicate piin tardi in una esposizione com-
pleta della teoria delle estensioni.

I

DrriNizioNE. — Un’ estensione (topologica o mo) E(B, F) del
grappo F per il gruppo B & centrale se 1a vestrizione ad F di ogni
automorfismo interiore di B ¢ un automorfismo interiore d¢i F.

Ne F & abeliano questa definizione coincide evidentemente con
quella abituale (vedi p. es. (%).

Ni sa che ogni estensione pud essere dila da una coppia (g, /)
ove g & una certa applicazione di B> B in F (sistema di fattori,
cociclo) e y & un’applicazione di B unel gruppo degli automorfismi
di F (vedi p. es., (1). Vale il

TeorEMA 1. - Un'estensione B(B, F) ¢ centrale se e solo se essa
pud essere data da una coppia (g, y) con y = identila. Inoltre. quando
v, = identita, g prende i suot valori nel centro C di F.

La condizione & evidentemente sufficiente; essa & anche neces-

(*) L. CaLaBi~-C. EARESMANN, « Comptes Rendus de I’Acad. Sciences »,
Paris, 228, pag. 1551-53 (1949); L. CaLani, ibidem, 229, pag. 413-15 (1949).

(*) EILENBERG-MACLANE, Cohomology theory in abstract groups, I, « Ann.
of Math.», 1947, pag. 57.
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saria perche in un’estensione centrale ogni classe d’equivalenza
modulo F contiene almeno un elemento permutabile con ogni ele-
mento di F. Dalla definizione stessa di g risulta allora che essa
prende i suoi valori in C.

Prese alcune precauzioni, si possono ora applicare alle esten-
sioni centrali i risultati noti sulle estensioni di un-gruppo abe-
liano: in particolare un risultato di EILENBERG-MAcCLANE (?) che
nel nostro caso diventa:

CoroLLARIO. - L’ insieme delle estensioni centrali E(B, F) ha une
struftura di gruppo abeliano isomorfo al secondo gruppo di coomo-
logia H¥B, C) relativo al modo triviale di operare di B su C.

(Questo corollario completa, nel caso particolare © — cost., il
teorema 11.1 di (%).

Dire che Vinsieme delle estensioni ha una struttura di gruppo
¢ dire che esiste una legge di composizione tra le estensiomi: il
composto E (B, F)S E,(B, F) ¢ un gruppo quoziente d’un sotto-
gruppo del prodotto E, < E,, descritto in un caso particolare da
A. SHAPIRO ().

I1 teorema 1 mostra inoltre che ogni estensione centrale E(B, F)
ha anche una struttura di simbolo E(B < F/C, C) e il corollario
ci dice che la corrispondenza tra E(B, F') e il sottogruppo E'(B, C)
di E(B > F|/C, C) & biunivoca.

I

Se B e F sono gruppi fopologici possiamo parlare del sotto-
gruppo H¥B, C) di HYB, C), C essendo sempre il centro di F,
formato dalle classi di cvomologia che contengono almeno un co-
ciclo continuo in un intorno dell’elemento neutro di B >< B. Ri-
sulta allora da quanto precede e da () che Vinsieme delle esten-
sioni fibrate centrali E(B, F') & un gruppo isomorfo a #}B, C).

Cid permette di formulare i due risultati seguenti:

TEOREMA 2. — Nei tre casi sequenti 1’ insieme di tutte le estensioni
topologiche E(B, F) ha una struttura di gruppo isomorfo a H*B. C):

a) B gruppo connesso, ¥ gruppo di Lie compatio

b) B gruppo connesso, B gruppo di Lie semisemplice

c) B gruppo connesso e localmente semplicemente connesso (%),
F gruppo discreto.

(3) EILENBERG MACLANE, Cohomology theory in abstract groups, I1I,
« Anpn. of Math. », 1947, pag. 336.

(*) A. SuAPIRO, Group extensions of compact Lie groups, < Ann. of
Math. », 1949, pag. 581 e segg.

(%) Cid vuol dire che ogni elemento di B ammette un sistema fonda-
mentale di intorni connessi per arco e semplicemente connessi.
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Infatti re estensioni topologiche in qucsti tre casi sono tutte cen-
trali poiche B & connesso e la compomnenie connessa dell’elemento
neutro del gruppo degli automorfismi di F' & formata solo da auto-
morfismi interiori. Di, pit le estensicni topologiche sono tutte
fibrate come risulta da un teorema di GrLmasonN (%).

LeMMas. - Se B & connesso, ogni estensione topologica E(B, F)
localmente isomorfa al gruppo prodotto B < F & centrale e fibrata.

La dimostrazione & banale.

TroreMA 3. - B e ¥ siano due gruppi topologici, ¢l primo dei
quali connesso; sia B un gruppo rivestinento connesso di B e sia =
3l sottogruppo discreto di B tale che B/= = B. Quando tutte le esten-
sioni topologiche E(B, ¥) sono triviali I insieme delle estensioni to-
pologiche B(B, ¥) ha una struttura di gruppo isomorfo a 3B, C).

Notiamo che non & necessario che B sia semplicemente con-
nesso e sia quindi il gruppo rivestimento universale.

La dimostrazione si basa sul fatto che ogni E(B, F) ammette

come gruppc rivestimento il gruppo prodotto B> F ed & quindi
localmente isomorfa al gruppo B <X F. E d’uopo notare che in
molti casi dalle ipotesi del teorema 2 seguono quelle del teorema 3.

A. SHAPIRO (‘) ha dimostrato che ’insieme delle estensioni to-
pologiche E(B, F') per B e F compafti, connessi, di Lig, ha una
struttura di gruppo, del quale egli ha dato un’interpretazione in
termini di omomorfismi.

La nozione di estensione centrale ed il lemma precedente pea-
mettono di estendere questo risultato senza modificarne (anzi sem-
plificandone) la dimostrazione; esso si pud formulare:

TEoREMA 3'. — Nelle ipotesi del teorema 3 Uinsieme delle esten-
sioni topologiche E(B, F) ha una struttura di gruppo isomorfo al
gruppo quoziente

Hom (=, C)/Hom (B, C)|=.

Hom (=, C) designa il gruppo degli omomorfismi di =~ in C;
Hom (B, C)|= il sottogruppo di quegli omomorfismi che sono pro-
lungabili a tutto B.

(°) Citato da J. SERRE., « Comptes Rendus Acad. Sciences >, Paris, 230,
pag. 917, 1950.



