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Derivazione per serie di funzioni a variazione limitata.

Nota di Carro Pucocr (a Firenze).

Santo. - 8i do una generalizzagione di un teorema di derivazione per
serie di PUBINI (1) e successivamente si perviene a un teorema di con-
vergenza quasi ovungue, nel senso specificato in questa nota, delle retie
tangenti a una successione di curve piane rettificabili sotto forma
esplicita (?).

[e.0]
1. Sia X f,(x) una serie di funzioni a variazione limitata con-
n=1

vergente in un intervallo (a, b) verso una funzione pure a varia-

(!) G. FuBiNI, Una serie convergente di funzioni monotone (tutte non
decrescenti o tutle non crescenti) é quasi ovunque derivabile termine a ter-
mine, « Atti Accademia dei Lincei», 1915, Vol. 25, pag. 204. In questa nota
si stabilisce un teorema di derivazione per serie di funzioni a variazione
limitata che coincide col teorema di FUBINI nell’ipotesi che le funzioni
siano monotone.

(®) L. ToNeLLI ha dimostrato il seguente teorema di convergenza in
misura: Se una successione di curve Cn, conlinue 'rettiﬁcabih', di lun.
ghezea sn, tende a una curva C, continua, rettificabile, qi lunghesza s,
in modo che sn tende a s, le tangenti della Cn tendono in misura alle fan-
genti della C, « Atti Accademia dei Lincei ». 1916, Vol. 25, pag. 22. Cfr.
anche ToNELLI, Forndamenti del calcolo delle variazioni, Bologna, 1921,
Vol. I, pag. 92-105.
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zione limitata

1) fly=

u L’8

2 Ful).

Indichiamo con P, (x),

(@), V,(x) la variazione positiva, nega-
tiva, totale di f,(x) in (a, ) e con P(x), N(x), V(x) la variazione
positiva, negativa, totale di f(x) in (@, 2)

) LeMMA. - La convergenza di una delle tre serie

[eo] [o2] (o2}
E Pn(w)’ 2 Nn(w)’ 2’ Vn(x)
n=1 n=1 n=1
comporta la convergenza delle alire due e le seguenti uguaglianze
@ oo oo
2P@) — 3 P@)]=2Nz)— 2 N,@)=Viz) - 3 V()
n=1 n— -
Sia convergente la serie OZO P(x). Poniamo
(o]
@ P(x) + 8(x) = Zan(x)
n—

con $(x) funzione finita definita dalla relazione stessa. Sottraendo
membro a membro dalla (1) la (2) e la serie a termini costanti

fl@) = 3 f,a)
si ha B
fle) — Pl@) — 8(@) — fl) = 3 [f,@) — Pofo)  fufa)]
cioé
®

N(#) + 8(x) = °>§ N,(@)
Sommando la (2) e la (3) si ha
7 Vi) + 28(@) = 3 V(=)

Si proverebbe ugualmente il teorema nell’ipotesi che si veri-
fichi la (3) invece della (2)

Suppoma,mo infine che sia valida la (4). La serie a termini
positivi E P,(x) essendo minorante della serie convergente 2‘; Valx)
n= n=1

& pure convergente. Possiamo quindi porre

Pfx) + Qx) =

P, ()
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<on @Q(x) funzione definita dalla relazione stessa, finita in ogni
punto xC(a, b). Ma per la dimostrazione del caso precedente si
avra pure

[0 0]
Viz) + 2Q(x) = 21 V()
n=
e quindi Q(x) = 8(x).
o]
b) TeorEMA. - Sia 2 f(x) una serie di funzioni a variazione
n=1
limitata convergente in un intervallo (a, b) verso una funzione f(x)
pure a variazione limilata. Se & convergente una delle tre serie
per x C(a, b)

@ e}
ZIPn(w), 2 Nn(m)’ V"(x)
ne= n=1

H.M8

”

-8t ha quasi ovunque in (a, b)
Q
@) =2 f, (@)
n=1

Nell’ipotesi della convergenza di una delle tre serie per il
lemma si ha

# 148

P.@),  Niz)+8@)=3 N,a),

1

<con &(x) funzione finita definita dalla relazione, stessa. Per il teo-
rema di FUBINI & generalmente in (¢ b)

[Ple) + @] = 3 Pf@)  [N@)+ 8@l = 3 N.'@)

Avendo P(x), N(x) quasi ovunque derivata determinata e finita
in (@, b) anche la funzione &(x) ha quasi ovunque in (a, b) derivata
-determinata e finita ed & quindi generalmente in (a, b)

P'() + &) = onlP,"(m), N'(a) + s(x)__ o) N (@),

Sottraendo membro a membro, che & lecito essendo le due
serie convergenti.
o
Pl@) - N'@)= 2 [P.z) — N,@)]
ed essendo a
f@)=P@) — N+ fla), [fix)= Pu(x) — N.(2) + f,(2),
f( ) =P (x) - Nl(x)’ fn’(x) - Pn,(x) - an(x)a

si ha quasi ovunque in (a, b)

fo=2 f.@
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2. a) LEMMA. ~ Le funzioni fy(x), con n=1, 2, ..., siano gemc--
ralmente definite in un insieme misurabile e di misura finita g,
ed vi misurabili e quasi ovunque finile. Condizione necessaria e-
sufficiente percheé la successione | f.8) ! converga gemeralmente in g,
ad una funzione f(x), & che ad ogni coppia di numeri positivi ¢, o
st possa associare un indice n, tale che indicando con gn Vinsieme
dei punti di g ove |f(x) — fu™® | =<, resulli

(=]
mis [ )] gn} <o (%)
n=mny

La condizione & necessaria.

Supponiamo che la successione | f,(x)! sia generalmente conver-
gente in g ad f(x). Essendo le funzioni f(x), f,(x), con =1, 2, ....
misurabili e quasi ovunque finite in g (*) per il teorema di
EGcOROFF-SEVERINI ad ogni coppia di numeri positivi ¢ o s8i pud
associare un sub-aggregato ¢g° di g e un indice #, tali che
mis (g —g)< o e per x(CCg e nw>n,

) | @) — fule) | <.

(o]

Allora 1’insieme X g, & contenuto in (g — g’} e la sua misura
n=n
¢ quindi minore di o. |

La condizione & sufficiente.
Indichiamo con g,,,, r=1, 2, ..., 'insieme dei punti di g ove

1
@) - fule) | = -
Scelto un ¢ positivo arbitrario possiamo per le ipotesi far cor-

. 1 o .
rispondere alla coppia ;0 & un indice n, tale che

8 il

mls[ 2 g, <gr»

R=N,. ’

ove abbiamo indicato con #, il piit piecolo indice per cui vale la
precedente relazione. In tale maniera, fissato o, resultano definiti
univocamente per ogni valore intero positivo di r gli insiemi

(3) Si osservi che la funziene f(x), come limite in g di funzioni misu--

rabili, & essa pure misurabile e che quindi 1’insieme g, ® misurabile e
oo
cosl pure l’insieme I g, somma di una infinitd numerabile di insiemi:
n=n,
misurabili.
(*) La funzione f(x) & quasi ovunque finita in g avendo supposto la.
successione | f,(x) | generalmente convergente in g.
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misurabili g,,,, un indice #,, e corrispondentemente 1’insieme
misurabile
© G
I,—=2%2g,, con mlslr<§;.
Nn=mn,

[o o]
L’ insieme I == X I, & pure misurabile e
r=1

(e o]
{6) mis I << 2 mis I, < o.
r=1
Nell’ insieme (g — I) la successione |f.(x)! & uniformemente
convergente perché comunque sia fissato un numero positivo e,

potendosi scegliere  tale che ;¢ ed essendo quindi per la de-

[ee]
finizione di s Gusrs My Ir’ gann;'r’ Z gnCI'7 si ha per
n=mn,

n>n, e xC(g—I)C(g—1I) [fl@) — o) | <e

L’insieme misurabile dei punti di g ove la successione } £, (x) !
non converge & contenuto mnell’insieme I e quindi per la (6) la
sua misura & minore di s. Per 1I’arbitrarietdy di ¢ tale insieme ha
necessariamente misura nulla e cio® la successione {f,(x){ con-
verge generalmente in g ad f(x).

b) TEorEMA. —~ In un intervallo (a, b) siano definile e a varia-
zione limitata le funzioni f(x), fu(x), con n =1, 2,..., e in tale inter-
vallo la successione | £1(xX) | converga quasi ovunque ad £(x). Indicato
con sy la lunghezza dell’ arco di curva la cui espressione analitica
n (a, b) & y=1(x)—fu(x) () e indicato con }an! una qualsiasi

x 1
successtone di tarm\mi positivi tale che la serie X ™ risulti con-
n=—1 n

vergente, se si pud determinare una costante A tale che per qual-
stast valore dell’ indice n &

(7) ‘;u[sn - (b - a’)] <4

allora la successione |fu'(x}{ (°) & quasi ovunque convergente in
(o, b) ad f'(x).
Pissato un numero ¢ positivo arbitrario, indichiamo con g,
Pinsieme dei punti di (a, b) ove |f'(x) — f,/(x)| > . Ne segue:
V1+[fl@)— [,/ @] > V1 +¢ per xg,,

V1+[f@—f'@F>1 per x C[(a, b) —g.},

(°) Essendo la funzione f(x)— f,(x) per ipotesi a variazione limitata,
la curva y = f(x) — f,(x) & rettificabile.

(°) Essendo le funzioni f(x), f,(x) per ipotesi a variazione limitata esse
hanno quasi ovunque in (a, b) derivate determinate e finite.
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quindi

b
JVIFT@) — f/@F de > V1 + e mis g, + mis [(a, b) - g,]

Essendo (%) .

8=/ VIF @ = @F do

yer la precedente relaziome si ha:
8, —(b—a)>(Vi+e —1)misg,.
Da questa disuguaglianza e dalla ipotesi (7) segue
an(V1+e —1)misg, < 4

3 232 A =
i < A’ —_ e .
”=1m1s Gn n=1 8n’ ( V1+£2——-1>

Q© .
La serie X mis g, risulta quindi convergente. Percid fissato un ¢
n=1
positivo arbitrario esiste corrispondentemente un indice n, tale che

@
2 misg, <o
n=ny
Per il lemma precedentemente dimostrato la successione |f,'(x)!
converge generalmente in (a, b) ad f'(x).



