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Derivazione per serie di funzïoni a variazione limitata.

Nota di CABLO PUCCI (a Fitenze).

Santo. - Si dà una generalissasione di un teorema di derivasione per
serie di FUBINI (A) e successivamente si perviene a un teorema di con-
vergensa quasi ovunque, nel senso speetficato in questa nota, delle rette
tangenti a una successione di curve piane rettificabili sotto forma
esplidta (2).

00

1. Sia S fn(x) una serie di funzioni a variazione limitata con-
n=l

vergente in un intervallo (a, b) verso una funzione pure a varia-

(*) G. FUBINI, Una serie convergente di funzioni monotone (tutte non
decrescenti o tutte non crescenti) è quasi ovunque derivabile termine a ter-
mine, « Atti Accademia dei Lineei », 1915, Vol. 25, pag. 204. In questa nota
si stabilise© un teorema di derivazione per serie di funzioni a variazione
limitata che coinoid© col teorema di FUBINI nelFipotesi che Ie funzioni
siano monotone.

p) L. TONELLI ha dimostrato il seguente teorema di convergenza in
misura : Se una successione di curve Cn, continue rettificabili, di lun*
ghesea su, tende a una curva C, continua, rettificabilej di lunghezza s,
in modo che sn tende a s, le tangenti délia Cn tendono in misura aile tan-
genti délia C, «Atti Accademia dei Lincei ». 1916, Vol. 25, pag. 22. Cfr.
anche TONELLI, Fondamenti del calcolo delle variastoni, Bologna, 1921,
Vol. I, pag. 92-105.
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zioue limitata

(1) f(x) = 3 Ux).
n=l

Indichiamo con Pn(x), Nn(x), VJx) la variazione positiva, nega-
tiva, totale di fjx) in (a, x) e con P(se), N(x), V(x) la variazione
positiva, negativa, totale di f(x) in {a> x).

a) LEMMA. - La convergenza di una délie tre serie

1 PJx), 1 NH{x), S VJx)
n=X n = l n ^ l

comporta la convergenza délie altre due e le seguenti uguaglianze

2[P(x) - 1 Pn(x)] = 2[N(x)- S Nn(x)l^ V(x) - S Vn{x).
n=l n=l «=1

œ
Si a convergente la serie S P(x). Poniamo

«=i

(2) P(x) + 8(x)=2 PJx)
nrrl

con $(x) funzione finita definita dalla relazione stessa. Sottraendo
membro a membro dalla (1) la (2) e la serie a termini costanti

f (a) --- S U «)
n—X

si ha

«x) - P(x) - §(x) - f (a) = 1 [ f » - Pn(x) fn(a)}

cioè

(3) N(x) -H 9{x) = 1 7Vn(aî).
n—1

Sommando la (2) e la (3) si ha

(4) V(x) -H 29(0) = S Fn(x).
n = l

Si proverebbe ugualmente il teorema nell'ipotesi che si veri-
fichi la (3) invece délia (2).

Supponiamo infine che sia valida la (4). La serie a termini
00 00

positivi S PJx) essendo minorante délia serie convergente S VJx)

è pure convergente. Possiamo quindi porre

P(x)+Q(x)=ï Pn{x)
1
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«con Q(x) funzione definita dalla relazione stessa, finita in ogni
f)unto xCZ(a, b). Ma per la dimostrazione del caso précédente si
avrà pure

V(x) +- 2Q(x) = 1 V »
n—l

<e quindi Q(x) = $(x).
00

b) TEOREMA.. - Sia 2 f(x) una serie di funzioni a variazione
Umitata convergente in un intervallo (a, b) verso una funzione f(x)
pure a variazione Umitata. Se è convergente una delle tre serie
per x d (a, b)

S Pn(x), S Nn(x), S 7.(3)
n—1 n—l « = 1

-si ha quasi ovunque in (a, b)

f\x) = -S U(x).

Nell'ipotesi della convergenza di una delle tre serie per il
lemma si ha

P(x) + 9(x) = ï Pn(x), N(x) -K 8{x) = S Nn(x),
n—l n—i

«con $(x) funaione finita definita dalla relazione, stessa. Per il teo-
rema di PUBINI è generalmente in (a b)

[P(x) -H »(*)]' = f Pn'(x), [N(x) + S(x)]' = S N,'(x).
n=l n= l

Avendo P(x), N(x) quasi orunque derirata determinata e finita
in (a, b) ancne la funzione S(x) ha quasi ovunque in (a, 6) derivata
<determinata e finita ed è quindi generalmente in (a, b)

P\x) -f- 8'(x) = I Pn'(x), N\x) +• 8\x) = S Nn'{x).
n=l »=1

Sottraendo membro a membro, che è leoito essendo le due
serie convergenti.

P'(x) - N'(x) = S [PH'(x) - Nn'(x)}
n=\

«d essendo
f(x) = P(x) - N(x) •

ei ha quasi oyunque in (a, 6)
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2. a) LEMMA. - Le funzioni fn(x), con n = l, 2,..., siano gene-
ralmente definite in un insieme misurabile e di misura finita gr
ed ivi misurabili e quasi ovunque finite. Condizione necessaria &•
sufficiente perché la successione | fnt

x> | converga generalmente in g,
ad una funsione f(x), è che ad ogni coppia di numeri positivi s, v
si possa assodare un indice n0 taie che indicando con gn Vinsieme
dei punti di g ove \ f(x) — înW \ ̂ > h resulti

m i s I ̂  flfnj < «r (3).

La condizione è necessaria.
Supponiamo che la successione { fn(x) \ sia generalmente conver-

gente in g ad f(x). Essendo le funzioni f(x), fn(x), con w = 1, 2,....
misurabili e quasi ovunque finite in g (4) per il teorema di
EGOHOFF-SEVEBINI ad ogni coppia di numeri positivi s, v si puö
associare un sub-aggregato g' di g e un indice n0 tali che

mis (g — g') <r a e per xCZg' e n > n0

(5) | f(x) - fn(x) | < s.

oo
Allora r insieme S gn è contenuto in (g — g') e la sua misura

n~n0
è quindi minore di <J.

La condizione è sufficiente.
Indichiamo con jfnj1, r = 1, 2,..., l'insieme dei punti di g ove

Scelto un <r positivo arbitrario possiamo per le ipotesi far cor-

rispondere alla coppia J, J «n indice nr taie che

mis

ove abbiamo indicato con nr il più piccolo indice per cui vale la<
précédente relazione. Tn taie maniera, fissato <r, resultano definiti
univocamente per ogni valore intero positivo di r gli insiemi

(3) Si osservi che la fuuzione f(x), corne limite in g di funzioni
rabili, è essa pure misurabile e che quindi l'insieme gn è misurabile e

oo
cosl pure l'insieme 2 gn somma di una infinitâ numerabiîe di insiemi;

n=n0
misurabili.

(4) La funzione f(x) è quasi ovunque finita in g avendo supposto la.
successione | fn(x) | generalmente convergente in g.
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misurabili gn> f , un indice nr, e corrispondentemente l' insieme
misurabile

oo a

I, = 2 gn, r con mis lr < ^ .

oo

L'insieme J — S Ir è pure misurabile e
oo

(6) mis I < 2 mis I, < <r.

Nell' insieme (g — I) la successione | fn(x) ! è uniformemente
convergente perché comunque sia fissato un numero positivo e,

potendosi scegliere r tale che - < e ed essendo quindi per la de-

00

finizione di gn, gntr, nr, Ir, gnCZgntr, S gnCZL, si ha per
n=nr

n>nt e xd(g — I)CZ{g — Ir) | f{x) — fjx) | < e.
L' insieme misurabile dei punti di g ove la successione j ƒ„(;») {

non converge è contenuto nell' insieme I e quindi per la (6) la
sua misura è minore di er. Per l 'arbitrarietà di o- tale insieme ha
necessariamente misura nulla e cioè la successione | fn(x) \ con-
verge generalmente in g ad f(x).

b) TEOREMA. - In un intervallo (a, b) siano definite e a varia-
zione limitata Ie funzioni f(x), fn(x), con n = 1, 2,..., e in tale inter-
vallo la successione | fn(x) | converga quasi ovunque ad f(x). Indicato
con sn la lunghezza delVarco di curva la cui espressione analitica
in (a, b) è y = f(x) — ïn(x) (5) e indicato con \ an i una qualsiasi00 1
successione di termini positivi tale che la serte S — risulti con-

\ «=1 aa

vergente, se si pub determinare una costante A tale che per qual-
siasi valore delV indice n è

(7) ân[sn-(b-a)]<A

allora la successione \ fn'(x) j (6) è quasi ovunque convergente in
(o, b) ad f (x).

Fissato un numero e positivo arbitrario, indichiamo con gn

V insieme dei punti di (a, 6) ove | f'(x) — fn'(x) | > e. Ne segue :

Vl + t n * ) - f . W > Vï̂ Ts» per
^ l ^ t n ^ - W ^ ) ] 2 > 1 per ̂  c [(a, 6) - ff J,

(5) Essendo la funzione /(x) — fn(x) per ipotesi a variazione limitata,
la curva y = /(a;) — ƒ„(») è rettificabile.

(6) Essendo Ie funzioni f(x), fn(x) per ipotesi a variazione liraitata esse
hanno quasi ovunque in (a, b) derivate determinate e finite.
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quindi
b

ƒ Vi-H[m-/«'^)P fa > V m ^ mis gn + mis [(a, b) - gn\
a
Essendo (*)

a
)er la précédente relazione si ha r

sn — {b — a) > ( V l H- £2 - 1) mis gn.

Da questa disuguaglianza e dalla ipotesi (7) segue

00 00 X

S misgH<^' S -^, [A= _ÏL
œ

La serie S mis gn risulta quindi convergente. Perciö fissato un <r
n=l

positivo arbitrario esiste corrispondentemente un indice n0 taie che
00
S mis gn <r a.

»=«o
Per il lemma precedentemente dimostrato la successione | fn'(x) |

converge generalmente in (a, b) ad f(x).


