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SEZIONE SCIENTIFICA
B R E V I N O T E

Serie di funzioni a variazioue limitata*

Nota di CABLO PTTCCI (a Firenze).

Sunto. - Si prova che la convèrgenea di tre serie a termini costanti assi-
cura f uniforme convergenza inun intervallo e la derivabilità termine
a termine quasi ovunque di una serie di funzioni a variaeione limitata.

a) In relazione a una nota précédente () diamo il seguente

Le funzioni fn(x), n = 1, 2,..,, definite in un intervallo (a,.-b),
siano ivi a variazione limitata, e sia Pn(x), Kn(x), YB(i) la varia-
zione positiva, negativa, totale di fn(x) in (a, x) per x c (a, fo). Se

oo oo

risultano convergenti le serie a termini costanti 2 fn(a), £ fn(b) ed

una délie tre seguenti:

<) n(), J), M
M—1 n—1 n—X

00

-allora la serie '23 fn(x) è uniformemente convergente in (a, b) verso

una funzione a variazione limitata, ed inoltre, posto
<2) f(x)=2fn(x),

-è quasi ovunque in (a, b)

n*)=lr,(*),
n=l

(A C. Pucci, Derivasione per serie di funzioni a variazione limitata^
Boll. Un. Mat. It. », (3), 5 (1950), pp. 281-286.



2 CARLO PUCCI

cioè la serie (2) è generalmente derivabile termine a termine.
Ricordando le note relazioni délie funzioni a variazione limitata

(3) fjx) = f „(a) + Pn(x) - Nn{x),

(4) Pn(x) + N„(x)=Vn(x),

proviamo dapprima che se converge una délie tre serie (1) conver-
gono nelle nostre ipotesi anche le altre due.

. oo

Se è convergente la serie SPrt(6) è pure convergente la serie
n=i

S 2Vn(6) perché per la (3) è

S Nn(b) = S [fn(a) + Pn(6) - f M] = S f » + S Pn(b) - f ƒ#) ,
M^I n=^l n=l n~l «=l

oo
ed è pure convergente la serie S Vn(b) perché per la (4) è somma.

n~l
di serie convergenti.

00

Se è convergente la serie S Nn(b) analogamente si pro va la
OO 00

convergenza délie serie 2 Pw(6), S7W(6).
00 CC OO

Se è convergente la serie S Vn(b) anche le serie S Pw(6), SiVM(6̂
n=l n=:l .«=1

sono convergenti perché per la (4) sono minoranti délia série con-
GO

vergente S VJb).
jEssendosi provata la convergenza délie serie (1) ne consegue-

l'uniforme convergenza in (a, b) délie serie

(5) SPJ*) , 2Nn{x), S ?„(*),
M=l t l= l « = 1

essendo per x d (a, b)

Quale somma di serie uniformemente convergenti in (a, b) é*
pure uniformente convergente in taie intervallo la serie

S fn(x) = S \fn{a) + Pn(x)-Nn(xï] = S / » + S > » . - f iVBte)
«=t n=l n=i »—1 n=l

Ri8ulta quindi definita dalla À2) la funzione f{x) che è a varia-
zione limitata in (a, b) perché f(x) — f (a) è differenza di due fun-
zioni non decrescenti :

f(x) - f(a) = S Pn(x) - S Nn(x).
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Essendosi provata la eonvergenza dèlla serie data a una fun-
zione a variazione limitata in (a, b) e la convergenza delle serie (5),

oo

2 fn(x) è derivabile termine a termine quasi ovunque in (a, b) per
n—i

un teorema di derivazione per serie dimostrato in una précédente
nota P).

b) È evidente che qualora non si verifichi la eonvergenza di
una delle serie (t) il teorema puö non sussistere.

Si consideri ad esempio la serie di funzioni a variazione limi*
tata in \Q, te)

(6) T C o s ^ ! a ; ) .
Essa è uniformemente convergente in (0, TC) ed i suoi termini

hanno variazione positiva uguale ad 1 in tale intervallo. Non è
quindi convergente la serie delle variazioni positive e la serie

oo

— H sen (n ! x),

ottenuta dalla (6) derivandola termine a termine, non è conver-
gente quasi ovunque in (0, TC) (cfr. ad es. L. TONELLI, Serie trigo-
nometriche, pp. 16-17, Bologna 1928).


