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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Serie di funzioni a variazione limitata.

Nota di CarLo Puccr (a Firenaze).

Sunto. - Si prova che la convergenza di tre serie a termini costanti assi-
cura Vuniforme convergenza in un intervallo e la derivabilita termine
a termine quasi ovunque di una serie di funzioni a variagione limitata.

-a) In relazione a una mnota precedente (‘) diamo il seguente
feorema :

Le funzioni fi(x), n =1, 2,.., definite in wun intervallo (a, b),

siano ivi a variazione limitata, e sia Pu(x), Nu(x), Vu(x) la varia-

zione positiva, negativa, totale di fu(x) in (a, x) per x (a, b). Se
o e o)

risultano convergenti le serie a termini costanti Z fy(a), X fu(b) ed
X 1 n=1

n=

una delle tre sequenti:

[e o] x «©
{1) I Pb), N0, ZV,0)

n= n=1 n=1
. w I3 .
allora la serie I fu(x) & uniformemente convergente in (a, b) verso
n=1

une funzione a variazione limitata, ed inolire, posto

@) o) =% @)
€ quast ovunque in (a, b)

@)= 2 @)

(¢ C. Puccy, Derivazione per serie di funmzioni a variazione limitata,
Boll. Un. Mat. It. », (8), 5 (1950), pp. 281-286.



2 CARLO PUCCI

ciod la serie (2) & generalmente derivabile termine a lermine.
Ricordando le note relazioni delle funzioni a variazione limitata

(3) rn(w) = fn(a) -+ Pﬂ(w) - Mz(x)Q
) P, (@) + N,(x) = V=),

proviamo dapprima che se converge una delle tre serie (1) conver-
gono nelle nonstre ipotesi anche le altre due.

. . [0
Se & convergente la serie X P, (b) & pure convergente la serie
n=1

rﬁll\f,l(b) perche per la (3) &
E w0 =3[l + P — £B]= L)+ ZP.0) — T1,0)

[e0)
ed & pure convergente la serie X V,(b) perche per la (4) & somma
n=1

di serie convergenti.

o]
Se & convergente la serie X N,(b) analogamente si prova la
n=1

convergenza delle serie § P,,(b). %‘.o V,,(b).

Se & convergente la serie E (b) anche le serle 2 P, (b), EN (b}
sono convergentl perché per la (4) sono minoranti della sen_e con-

vergente E (D)

Essendom ‘provata la convergenza delle serie (1) ne consegue-
P uniforme convergenza in (a, b) delle serie

o0 (o2 oo
(5) EIP n(m)’ Z IJV n(w)’ Zan(x})
essendo per x({(a, b)
P@=P), N@H<N®, V@<V

Quale somma di serie uniformemente convergenti in (a, b) &
pure uniformente convergente in tale intervallo la serie

Er@=2 [0+ P& — Nl =310+ EPm— SN

Risulta quindi definita da,lla,,/(2) la funzione f{x) che ® a varia-
zione limitata in (a, b). perchd f(x) — f(a) & differenza di due fun-
zioni non decrescenti:

H@) — fla)= 2 Pl — 3 Nal).



SERIE DI FUNZIONI A VARIAZIONE LIMITATA 3

Essendosi provata la convergenza della serie data a una fun-
zione a variazione limitata in (a, b) e 1a convergenza delle serie (5),
[0 .
2 lf,,(:zc) 2 derivabile termine a termine quasi ovunque in (a, b) per
Nn=—
un teorema di derivazione per serie dimostrato in una precedente
nota (3).

b1 B evidente che qualora non si verifichi la convergenza di

una delle serie (1) il teorema pud non sussistere.

Si consideri ad esempio la serie di funzioni a variazione limi-
tata in (0, =)

® cos(n!x

©) 3 cos( ' ).
n=1 n:

Essa & uniformemente convergente in (0, 7) ed i suoi termini
hanno variazione positiva uguale ad 1 in tale intervallo. Non &
quindi convergente la serie delle variazioni positive e la serie

0
— Y sen (n! x),
n=1
ottenuta dalla (6) derivandola termine a termine, non & conver-
gente quasi ovunque in (0, =) (cfr. ad es. L. ToNELLI, Serie trigo-
nometriche, pp. 16-17, Bologna 1928).



