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Sulla dimensione dei sottogruppi non ehiusi di un gruppo di Lie*

Nota di LORENZO CALABI (a Strasbourg).

Snnto. • Determtna&ione di tin limite supertore per la dimensione d% un
sottogruppo di LIE non chiuso d'un gruppo dt LIE semplicemente con-
nesso.

G. D. MOSTOW (*) ha mostrato clie un gruppo di LIE semplice-
mente connesso di dimensione n non puö avere sottogruppi di LIE
non chiusi di dimensione superiore a n — 5. Questo risultato paö
essere precisato dal

TEOREMA. - Sia G un gruppo di Lie semplicemente connesso di
dimensione n, K un sottogruppo compatto massimale (2) isomorfo-
al prodotto Kj x K2 x ... X Km dei grttppi semplict Kl di rango i\ (3).

1) Afpnchè G- anvmetta tin sottogruppo di Lie non chiuso è we~
cessario e sufficiente che x^ -+- r2 -+- ... -+- rm > 2.

2) Inoltre, se v = mm (ri, r2 , . . . , rm) e s = max (2, r), la dimen-
sione di un sottogruppo dt Lie non chiuso è al pik uguale a n —2s — 1.
Il valore n — 2s — 1 puö essere raggiunto solo se esistono dne in~
dici diversi i, j tali che ri = ra = 1.

Se G% e dunque iT, non è semplicemente connesso, è noto che>
puö esistere un sottogruppo non chiuso di dimensione n — 1.

* * -V

LEMMA 1. - Sia H un sottogruppo di Lie connesso, non chiuso del
gruppo di Lie G. H ammette una decomposizione H — K'RpR^Rg... Eq ,
ove K' è un sottogruppo compatto massimale di H; EP e Ei per
i — 1, 2,..., q sono sottogruppi abeliani semplicemente connessi di
dimensione rispettiva p ed 1, chiusi in H; Ie intersezioni K' f\ HP,
K' f) Ri, E p n ^ u Rifl TfcjiH= jï sono ridotte alVelemento neutro*
p > 0 ; ogni sottogruppo non discreto di RP è non chiuso in G e la
sua aderenza è compatta.

A. MALCEV ha mostrato (Corollario al teor. 15 di (4)) che Tin-
tersezione di H e di almeno un sottogruppo compatto massimale K
di G non è ridotta all' elemento neutro : H f| K è un gruppo di LIE

C1) G. D. MOSTOW, « Ann. of. Math. », 52 (1950), pagg. 606-636.
(2) K è un sot togruppo compatto massimale se è connesso e se non è

contenuto in alcun al tro sottogruppo compatto connesso.
(3) I I rango d ' u n gruppo compatto è la dimensione massima che un sua

sottogruppo abeliano puö avere .
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e ammette dunque una decomposizione H f] K~ K'B^B^ ... Bp
f ((4),

teor. 11) con J9>O, ché altrimenti H sarebbe chiuso. Sia d'alt ra
parte H [\ K=SL una decomposizione di LEVI, oye S è un sotto-
gruppo semisemplice e L il radicale. S è chiuso (§ 5, coroll. 2 di (*)) e
dunque compatto: SCZK*. Possiamo scrivereH'f\K—SK"Bl'Bi'.\.Bp',
ove X"JR1'i?2'... Rp è un gruppo risolubile la cui aderenza in G è
eompatta: esso è perciö abeliano e isomorf o a T2Bp

? ove T7 è il
prodotto di l circonferenze.

È chiaro che ogni sottogruppo non discreto di Bp è non chiuso
in G e di aderenza eompatta: inoltre, se G = KBxBt ... Bh,
H=(H[) K)(H fi B,... Bh) ^H'B»R,R:i... B,q.

LEMMA 2. - L'aderenza H d'un sottogruppo di Lie non chiuso H
d'un gruppo di Lie semisemplice compatto Gr è contenuta in un sot-
togruppo proprio di Gr di rango massinio (5).

Se H=STlRv, allora H~ STv (confronta {% teor. 13, coroll. 3):
Tl' è nel centro di E (e quindi TlBp è nel centro di H) e V > p > 0.
Il centro di H non è dunque contenuto nel centro di G: di conse-
guenza H è contenuto in un sottogruppo proprio di rango massimo
(il normalizzatore del centro di H (6 ).

CoBOLLiAiMO. - Sia G un gruppo di Lie semplice compatto di di-
mensione n e di rango r. La dimensione & un sottogruppo di Lie
non chiuso H è inferiore e non uguale a n — 2r — 1.

Yisto il Lemma 2, dal Corollario al Teorema 3 di (6) segue
dimH^n — 2r—1; ma la lista di pag. 219 di (6) permette di con-
stat ar e facilmente che il valore n — 2r — 1 non è mai raggiunto.

DmOSTRAZIOIsTE DEL TEOKEMA.

1) Sia H—K'BpRlBi...Bq un sottogruppo non chiuso di Cr;
poichè p^> 0, Ja condizione rx -+- r2 -+- ... -+- rm>2 è ben necessaria.
Gh'essa sia sufficiente è noto, giacchè ogni Tl con l>2 ammette
un sottogruppo non chiuso (7),

2) Possiamo sempre ammettere che, per ogni it si abbia rx < rr

e quindi (w, — 2rx) -+- n% -+-... -+- nm >n1-h ... -+- {nt — 2rt) -+- ... -h- nm

' se nt è la dimensione di Kt.
Supponiamo rt > 2 per * = 1, 2, . . . . m: visto il Lemma 2, il suo

(4) A. MALCBV, « Bec . Math. Moscou », 16 (1945), pagg. 163-189.

(5) U n sottogruppo di G è detto di rango massimo se h a rango uguale

a quello di G.

(6) A. B O B E L et J . D E S I B B E N T H A L , « Comra. Math. H e l v . », 23 (1949),

pagg. 200-221.

(1) Questa pr ima par te del teorema è anehe u n a facile conseguenza

del teor. 15 di (4).
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Coroilario ed il § 3 di (6)̂  uu sottogruppo non chiuso di G ha eer-
tamente una dimensione più piccola e non uguale a n — 2f\ — I e
perciö più piccola e non uguale a n — 2s — 1 (notazione dell' enun-
ciato).

Supponiamo f ! — 1 e 2 < r2 < rt per i>2; se H non contiene Kx

la dimensione di H è inferiore a quella che si ottiene supponendo
Ky CZ.H: e quest'ultima è inferiore a n — 2r% — 1, quindi a n —2s— 1.

Supponiamo ora rx — rg = 1, e dunque n1 = n% = 3. Kl e K%

sono isotnorfi e tutti i loro sottogruppi sono chiusi e di dimen-
sione 1. Kx x K% ammette un sottogruppo non chiuso di dimensione
l = W i + w , — 5. Qualunque siano i valori degli r7 con i > 2, si
ha certamente che la dimensione di H è inferiore o uguale a
n — 5 = n — 2s — 1.

# # #
Quanto précède mostra che si puo affermare anche che : se G

è un gruppo di Lie semisemplice compatto di dimensione n e di
rango r, e se Gr' è un sottogruppo di Lie il oui centro non è conte-
nuto nel centro di Gr, Gr' è contenuto in un sottogruppo proprio di G
di rango massimo ed ha quindi al pin dimensione n — 2r.

Ciö vale in particolare per ogni G' non semisemplice. Il valore
n — 2r puö essere raggiunto anche se G è semplice. Ricordiamo
che possono esistere sottogruppi non eontenuti in un sottogruppo
di rango massimo (8).


