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Sulle proiezioni délie varietà
iutersezioni complete di due ipersuperficie,

Nota di ERMAEHSTO MARCHIONSTA (a Milano).

Sunto» - Si assegnano condizioni necessarie e sufflcienti affinchè un'iper-
superficie V di uno spazio Sr—L sia proiezione di una varietà r* (di Sr)
intersezione compléta di due forme: per r = 3 tali condizioni precisano
e complétant) un classico teorema di HALPHEN.

1. In un précédente layoro (*) ho caratterizzato Ie varietà Vd

(a d dimensioni) intersezioni complete e priye di Vd^x multiple,
enunciando e dimostrando Ie seguenti proposizioni :

I) Nello spazio Sr una curva gobba irriducibile r*, priva di
punti multiplij d'ordine n=^nx* n2... • nr—x e genere

P = ö n(ni + n2 •+• — •+• nr-i — ^ — 1) -K 1,

risulta intersezione compléta di r — 1 forme di Sr degli ordini
nlt n2,..., Wr—n se (almeno) un gruppo sezione di F* con un iper-
piano II è intersezione compléta di r — 1 forme (di II) degli stessi
ordini delle precedenti.

II) Una varietà F, _d di Sr (ad r — d > 1 dimensioni), irridu-
cibile e priva di varietà multiple ad r — d — 1 dimensioni, risulta

(*) Cfr MARCHIONNA E.. Varietà intersezioni complete e varietà di di'
ramazione, «Eend. Ist. Lombardo », 85, 1952.
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intersezione compléta di d forme degli ordini m^ m2,—, md se
la sua sezione con un (generico) iperpiano n è intersezione com-
pléta di d forme (di II) degli stessi ordini delle precedenti (2).

Queste due proposizioni permettono di dimostrare — come ora
si vedrà» — delle condizioni necessarie e sufficienti affinchè una
ipersuperficie F di uno spazio Sr^x sia proiezione di una varietà
F* — di 8, — intersezione compléta di due forme degli ordini
p. e v.

2. Si stabilisée in proposito il

TEOREMA - Qondizione affinchè un'ipersuperficie F d'ordine fxv
— appartenente ad uno spazio Tl ad r — 1 dimensioni — sia proie-
zione (da un punto generico) di una varietà F* (priva di varietà
multiple (r — 3)-dimensionali) intersezione compléta di due forme
degli ordini a e v (appartenenti ad uno spazio Sr passante per
Tl) è che:

a) La varietà doppia D (ad r — 3 dimensioni) della V abbia
ordine

s = 2 ̂ ( ^ - 1)(v — 1 )

e sia situata sopra una forma it {di II) d'ordine

I = fti-l)(v-l):

b) esista una subaggiunta fi+l (di F) (3), la quale abbia ordine
1 + 1 e tagli F (fuori di D) secondo una varietà Gr intersezione
compléta di due ipersuperficie (di II) degli ordini f/, e v.

Nélla nota citata in (1) ho già verificato che la condizione a)
è necessaria (4) ; il fatto che risulti tale anche la condizione 6) segue

(2) È sufficiente che la suesposta proprietà sia verificata per un par-
ticolare iperpiano, soggetto alla sola condizione di tagliare T r _^ seeondo
una var ie tà irr iducibile pr iva di var ie tà multiple ad r — d — 2 dimensioni,

Pacciamo notare che la proposizione I I ) è più significativa, anche
se in sostanza equivalente, del teorema di JONGMANS : « Nello spazio Sr

una var ie tà Fr—^ (priva di Vr—d—t multiple) è intersezione compléta
di d forme, se la curva sezione di VT~.â con un generico spazio S^+i è
pure intersezione compléta di d forme*. Cfr. JONGMANS F. , «Contribution
à la theorie des variétés algébriques », Mém. Société Scien. Liège, I V , 7
(1947).

(3) Per subaggiunta di r s'intende abitualmente una forma di II pas-
sante per la varietà doppia D (ad r — 3 dimensioni).

(4) Anzi nella stessa nota la condizione a) appare da sola anche suffi-
ciente quando siano soddisfatte opportune ipotesi di generalità (precisate
nel ]avoro citato in (7)).
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dalla circostanza che Ie subaggiunte d' ordine l -+-1 della F segano
su questa (fuori di D) un sistema lineare completo che contiene
Ie proiezioni delle oo' varietà 6r* sezioni iperpiane dëlla F* (5).

Infatti Ie varietà G* sono intersezioni complete di due forme
(del loro iperpiano) aventi ordini p. e v (ciö perché F* è per ipotesi
intersezione totale di due forme di Sr degli stessi ordini delle
precedenti); pertanto se si proietta su TI una varietà G* — contenuta
in un iperpiano non passante per il centro di proiezione — si
ottiene appuuto una varietà G (della F) intersezione compléta di
due forme (di II) degli ordini p e v.

Si noti che 1'enuuciazione della condizione b) è fatta con lo
scopo di dare una condizione non solo necessaria ma anche, e so-
pratutto, sufficiente. Da quanto précède si deduce che come condi-
ziono necessaria si poteva dire : « tutte Ie subaggiunte d'ordine
l ~h 1 (non spezzate nella ft ed in un iperpiano) tagliano F secondo
varietà 6f intersezioni complete di due ipersuperficie degli ordini
p: e v» (condizione, questa, più significativa).

Dimostriamo ora che Ie condizioni a) e b) sono anche sufficienti.
Eiferiamo lo spazio Sr ad un sistema di coordinate omogenee

xl,œ%,...ixr,2 in modo che 1'iperpiano II abbia equazione 2 = 0.
ed indichiamo con F, fx, fl+1 tanto le varietà che compaiono nel-
F enunciato quanto i polinomi (nelle coordinate omogenee di II : x{,
x2, ...ccr) che uguagliati a zero ne danno Ie rispettive equazioni.

Ciö posto, si vede subito che la varietà F* (ad r — 2 dimensioni)
data dalla rappresentazione monoidale

F = 0: &=fy-
Ti

ha ordine (JLV, è priva dj varietà multiple (r — 3) — dimensionali,
ed ammette come proiezione su II — eseguita dal punto fonda-
mentale Z(0, 0, ..., 1) — la varietà F delPenunciato.

Si \rede anche che la sezione di F* con V iperpiano II (z = 0) è
la varietà G che la subaggiunta fï+1 taglia su F fuori della varietà
doppia D.

A questo punto — tenendo conto del fatto che G è per ipotesi
intersezione compléta di due forme (di II) degli ordini JA e v — si
puö affermare che F* è intersezione totale di due forme (di Sr)
pure degli ordini ^ e v.

Ciö risulta ovvio — in base alla proposizione II) del paragrafo
1 — se F* è una varietà di dimensione d > 1 (cioè per r > 3) ; ed
è vero anche se F* è una curva (il che avviene per r = 3).

(5) Basta per questo pensare ad una particolare subaggiunta d'ordine
l-h 1 spezzata in un iperpiano (di H) e nella subaggiunta fy dell'enunciato,
la quale non interseca F fuori della varietà doppia D.
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Infatti, poichè in tal caso la proiezione F di F* è una curva
piana dotata di

^ - i x v - i )

punti doppi (si ricordi per questo la eondizione a)), F* ha effet-
tivainente genere

E quindi lecito applicare la proposizione I) del paragrafo 1 e
concludere che la curva F* è intersezione compléta di due super-
ficie degli ordini \L e v.

Il Teorema resta cosï completamente dimostrato.

3. Per il caso r = 3, il risultato ora stabilito fornisce un com-
pletamento di un classico teorema di HALPHEN, teorema che con-
tiene un elemento d'incertezza che andava eliminato. L'enunciato
di HALPHEN è in sostanza il seguente :

« TIna curva gobba (dello spazio ordinario) d'ordine JAV, avente
una proiezione piana d'ordine «xv con i punti doppi situati sopra
una curva d'ordine ((x — l)(v — 1), è intersezione compléta di due
superficie degli ordini JJL e v salvo il caso in cui essa appartenga
ad una superficie d'ordine minore c K p e v (6)»(

È abbastanza facile a vedersi che — sempre per r = 3 — la
proposizione dimostrata nel paragrafo 2 potrebbe essere verificata
anche in base al teorema di HALPHEN. Basta osservare che la
condizione a) permette i'applicazione immediata di questo teorema,
e la condizione 6) esclude la circostanza che F* appartenga ad una
superficie d7ordine minore di [A e v.

Eicordiamo infine che — sotto opportune ipotesi di generalità —
la condizione 6) è una conseguenza della a) ; esistono perö dei casi
(eccezionali) in cui la b) è effettivamente indipendente dalla a) (7).

(6) Cfi\ H A L P H E N , Classification des courbes gauches algébriques, Journal
de l 'Ecole Polithecnique. 72 cahier, 1882.

(7) Cfr. E. MARCHIONNA, Precisazioni su un'estensione di un teorema
di Halphen, Eend. Ist. Lombardo, 86, 1953.

Qui si vedrà che dalla sola condizione a) segue V appartenenza di I*
a due forme degli ordini jx e v (genôralmente irriducibili) ; tuttavia queste
possono avere talvolta in comune anche una forma d'ordine minore di
ji e v passante per f* (ed allora JT non risulta intersezione compléta).
Un effettivo esempio dei casi eccezionali ora indicati mi è stato segnalato
(per r = 3, (i = 7, v — 6) dal Prof. ANDREOTTI.


