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Sulle proiezioni delle varieth
intersezioni complete di due ipersuperficie.

Nota di ErRMaANNO MARCHIONNA (a Milano).

Sunto. - S¢ assegnano condizioni mecessarie e sufficienti affinché wn’iper-
superficie T di uno spazio S,_, sia proiezione di una varietéd I'* (di S,)
intersezione completa di due forme: per r=23 tali condizioni precisano
e completano un classico teorema dié HALPHEN.

1. In un precedente lavoro (') ho caratterizzato le varieta V,
(a d dimensioni) intersezioni complete e prive di V,_, multiple,
enunciando e dimostrando le seguenti proposizioni:

I) Nello spazio S, una curva gobba irriducibile T*#, priva di
punti multipli, d’ordine w =, « n, ... - #,—, e genere

1
pzénm, + Ny i+ Wy — — 1) + 1,

risulta intersezione completa di » — 1 forme di S, degli ordini
Wy, Ny, ey Np—y, S€ (almeno) un gruppo sezione di I'* con un iper-
piano II & infersezione completa di » — 1 forme (di IT) degli stessi
ordini delle precedenti.

IT) Una varieta I',_, di S, (ad r — d > 1 dimensioni), irridu-
cibile e priva di varietd multiple ad » — d —1 dimensioni, risulta

(1) Cfr MarcHioNNA E.. Varietd intersezioni complete e varieta di di-
ramasgione, « Rend. Ist. Liombardo », 85, 1952.
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intersezione completa di d forme degli ordini m,, m,,..., m, se
la sua sezione con un (generico) iperpiano Il & intersezione com-
pleta di d forme (di II) degli stessi ordini delle precedenti (?).

Queste due proposizioni permettono di dimostrare — come ora
si vedrh — delle condizioni necessarie e sufficienti affinch® una
ipersuperficie I' di uno spazio S,—, sia proiezione di una varieta
I' — di §, — intersezione completa di due forme degli ordini
[ e v,

2. Si stabilisce in proposito il

TeorREMA - Condizione affinché wun’ ipersuperficie T' d ordine v
— appartenente ad uno spazio II ad » —1 dimensioni — sia proie-
ziome (da un punto generico) di una varietd I'* (priva di varieta
multiple (r — 3)-dimensionali) inlersezione completa di due forme
degli ordini v e v (appartenenti ad uno spazio S, passante per
1) & che:

a) La wvarietd doppic D (ad r — 3 dimensioni) della U abbia
ordine

b= 2wl — 1)y — 1)
2
e sia situata sopra wna forma £, (di 1) d ordine
l=(p — 1)v—1):

b) esista una subaggiunia £, (di T) (), la quale abbia ordine
1+1 e tagli T (fuori di D) secondo una wvarieta G intersezione
completa di due ipersuperficie (di 1) degli ordini p. e v.

Nella nota citata in (1) ho giad verificato che la condizione a)
& mnecessaria (%) ; il fatto che risulti tale anche la condizione b) segue

(*) E sufficiente che la suesposta proprietd sia verificata per un par-
ticolare iperpiano, soggetto alla sola condizione di tagliare T',_; secondo
una varietd irriducibile priva di varietd multiple ad r — d — 2 dimensioni.

Facciamo notare che la proposizione II) & piu significativa, anche
se in sostanza equivalente, del teorema di JoNGMaNs: «Nello spazio S,
una varietdy V,—; (priva di V,—;—, maultiple) & intersezione completa
di d forme, se la curva sezione di V,_; con un generico spazio Sz, &
pure intersezione completa di d forme». Cfr. JoneMANS F., « Coniribution
& lo théorie des variétés algébrigues», Mém. Société Scien. Lidge, IV, 7
(1947).

(3) Per subaggiunta di I s’intende abitualmente una forma di I pas
sante per la varietd doppia D (ad » — 3 dimensioni).

(*) Anzi nella stessa nota la condizione a) appare da sola anche suffi-

ciente quando siano soddisfatte opportune ipotesi di generalitd (precisate
nel lavoro citato in (7).



SULLE PROIEZIONI DELLE VARIETA INTERSEZIONI COMPLETE, ECC 267

dalla circostanza che le subaggiunte d’ordine I+ 1 della I" segano
su questa (fuori di D) un sistema lineare completo che contiene
le proiezioni delle co' varieth G* sezioni iperpiane della I'* (3).

Infatti le varietd G* sono intersezioni complete di due forme
(del loro iperpiano) aventi ordini u e v (cid percheé I'* & per ipotesi
intersezione totale di due forme di S, degli stessi ordini delle
precedenti); pertanto se si proietta su Il una varietd G* — contenuta
in un iperpiano non passante per il centro di proiezione — si
ottiene appunto una varietd G (della T') intersezione completa di
due forme (di 1) degli ordini w e v.

Si noti che I'’enunciazione della condizione b) & fatta con lo
scopo di dare una condizione non solo necessaria ma anche, e so-
pratutto, sufficiente. Da quanto precede si deduce che come condi-
ziono necessaria si poteva dire: «tutte le subaggiunte d’ordine
I + 1 (non spezzate nella f; ed in un iperpiano) tagliano I' secondo
varietd G intersezioni complete di due ipersuperficie degli ordini
u. e v> (condizione, questa, pitt significativa).

Dimostriamo ora che le condizioni a) e b) sono anche sufficienti.

Riferiamo lo spazio S, ad un sistema di coordinate omogenee
X, X4y ..., &,, 2 in modo che I'iperpiano II abbia equazione #—0.
ed indichiamo con I f;, f;,, tanto le varietd che compaiono nel-
I’ enunciato quanto i polinomi (nelle coordinate omogenee di IT: x ,
2y, ..x,) che uguagliati a zero ne danno le rispettive equazioni.

Cid posto, si vede subito che la varieta ['* (ad » — 2 dimensioni)
data dalla rappresentazione monoidale

R (75
r=90; = 7,
ha ordine pv, & priva di varieth multiple (» — 3) — dimensionali,
ed ammette come proiezione su II — eseguita dal punto fonda-
mentale Z(0, 0, ..., 1) — la varietah [’ dell’enunciato.

Si vede anche che la sezione di I'* con I’iperpiano M (z=20) &
la varietd G che la subaggiunta f;,, taglia su I fuori della varieta
doppia D.

A questo punto — tenendo conto del fatto che G & per ipotesi
intersezione completa di due forme (di M) degli ordini » e v — si
pud affermare che I'* & intersezione totale di due forme (di S,)
pure degli ordini ¢ e v.

Cid risulta ovvio — in base alla proposizione II) del paragrafo
1 — se I'* & una varietd di dimensione d > 1 (cioé per » > 3); ed
¢ vero anche se T'* & una curva (il che avviene per r —3).

(%) Basta per questo pensare ad una particolare subaggiunta d’ordine

1+ 1 spezzata in un iperpiano (di ) e nella subaggiunta f; dell’ enunciato,
la quale non interseca I' fuori della varietd doppia D.
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Infatti, poich® in tal caso la proiezione I' di I'* & una curva
piana dotata di

1
3= pilp — 1) — 1)

punti doppi (si ricordi per questo la condiziomne a)), I'* ha effet
tivamente genere

1
p_.—..éy.v(y.-hv — 4.)+ 1.

B quindi lecito applicare la proposizione I) del paragrafo 1 e
concludere che la curva I'* & intersezione completa di due super-
ficie degli ordini w e v.

I1 Teorema resta cosi completamente dimostrato.

3. Per il caso r =3, il risultato ora stabilito fornisce un com-
pletamento di un classico teorema di HALPHEN, teorema che con-
tiene un elemento d’incertezza che andava eliminato. I’enunciato
di HauPHEN & in sostanza il seguente:

« Una curva gobba (dello spazio ordinario) d’ordine uv, avente
una proiezione piana d’ordine pv con i punti doppi situati sopra
una curva d’ordine (w — 1)(v — 1), & intersezione completa di due
superficie degli ordini w e v salvo il caso in cui essa appartenga
ad una superficie d’ordine minore di . e v (°)>.

B abbastanza facile a vedersi che — sempre per r =3 — la
proposizione dimostrata nel paragrafo 2 potrebbe essere verificata
anche in base al teorema di HALPHEN. Basta osservare che la
condizione a) permette l’applicazione immediata di questo teorema,
e la condizione b) esclude la circostanza che I'* appartenga ad una
superficie d’ordine minore di w e v.

Ricordiamo infine che — sotfto opportune ipotesi di generalith —
la condizione b) & una conseguenza della a); esistono perd dei casi
(eccezionali) in cui la b) & effettivamente indipendente dalla a) (7).

(6) Cfr. HavrHEN, Classification des courbes gauches algébriques, Journal
de 1’Ecole Polithecnique. 72 cahier, 1882.

() Cfr. E. MARCHIONNA, Precisazioni su uw’estensione di un teorema
di Halphen, Rend. Ist. Lombardo, 86, 1953.

Qui si vedra che dalla sola condizione a) segue I’ appartenenza di I'*
a due forme degli ordini p e v (generalmente irriducibili); tuttavia queste
possono avere talvolta in comune anche una forma d’ordine minore di
1 e v passante per [* (ed allora I'* non risulta intersezione completa).
Un effettivo esempio dei casi eccezionali ora indicati mi & stato segnalato
(per r =3, p =7, v=06) dal Prof. ANDREOTTI.



