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Determinazione asintotica per n — oo degli estremi relativi
dell’ #esime polinomio di Jacobi.

Nota di Maria TErEsa Vacca (a Torino)

Sunto., - Si demostra che ¢ limiti del prodotio di m—ao per gli «ultimi»
estremi relativi di Pn(“’B’(x) coincidono, a meno di un fatfore, con ¢
«primi > estremi di Jo(2), cioé coi valori di questa funzione in cor-
rispondenza ai primi zert di Jo+1(2) o pariire dallorigine.

1. In due Note, apparse di recente in questo Bolletfino (}), sono
stati studiati e determinati i limiti per n-—~oo degli estremi rela-
tivi dei polinomi di LEGENDRE. Scopo di questa nota & 1 analoga
determinazione per i generali polinomi di Jacosr definiti dalla
formula :

. 1), 2
(1 B~ B)(x):(-%)—ﬁ’(—-%, n4+o+B+1 a4 1; Wj—?)
ove
4z
=1-—
a: 2k + 2

2. Anzitutto occorre determinare (asintoticamente) le ascisse in
cui si verificano gli estremi di P, Pl(x), ciod gli zeri di
d

SRR =2+ + )P )

che indicheremo con ar, . , (r=1, 2, .., n —1) essendo

1> 20> 20,0 > 0o > Cpt,n > — 1.

In un lavoro di F. G. TricomI (%) si trova una formula: la (25)
che permette appunto di determinare gli « ultimi» zeri di P, Blx),
Basta anzi temer conto del solo primo termine della (25) che,

({) G. VILLARL Sugli estremi relativi dei polinomi di Legendre, Vol. (3)
7 (1952) p. 421-423.

F. G. Tricomr. Determinazione dei limiti per n—oc degli estremi re-
lativi dell’ nesimo polinomio dé¢ Legendre, Vol. (3) 8 (1953).

(?) Expansion of the Hypergeometric Function in Series of Confluent
Ones and Application to the Jacobi Polynominals, Comm. Math. Helvetici.
25 (1951), 196-204.
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essendo ora « mutfato in « +1, § in B+ 1, » in » — 1, fornisce
(per r fisso)

32
@) Brm=1— T 0¥ g,
2 o 2 H
(n + é)

avendo indicato conm jy41,» 1 resimo zero (a partire dall’ origine)
della funzione di BESSEL J,4i(2).

3. Per calcolare il valore di P,® B’(w) corrispondente ad x ==z,
occorre servirsi anche delle (10) e (11) dell’ultimo lavoro citato, da
cui si deduce che

3) F(-—n,n+a+ﬁ+1,oc+1;2kzi_z):
& \ntatbHl =5 @ pp
= {14 - e ? ZC(—
( 2k;) P=0 p2)
ove
Cp(z):l‘(oc+1)§ (n+a+p+1)mAm k, o+ 1 <
m=0 km 2
,  m o a-+14m ,  m
= A,,_,,,(k + 3 L—zi—)Ec+,,-,[(k + E)z],
essendo
k:%+m~;—1; k’:n«o—o%l-kp:k-e—ﬁ;

lz|<2|k|; EBf)= z“%.fv(2\/5)

e gli A, certi coefficienti determinati da una relazione ricorrente
che non occorre qui riportare.
In particolare si ha

Cyl2) = T + 1)Eo(k2)
@ Cle)=0

Cylz) = 1“(%4-_22 E,yo(k'2) + (n+ea _;c;p + 1) Eqo[(k + 1)2]}.

Introducendo la funzione di BESSEL di prima specie J,(2), in
luogo della funzione uniforme E,(z), le precedenti formule assumono
la forma

Cole) = Tlo + 1) (K2) 27,2V F7)
5 =0

Oyl = 12 }(k’z)—('ﬁ)efm@v Kz)+

Lt * EeE VN 1)61—(1+§)

Ja+2(2\/(k—l+T)Z) % .
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Dalla (1), (3) e (6) si deduce che

Pn(oz, B)(x) — M (1 i 2 )n+a+B+1

! 2k

()

e g(k') L LeVEz) +

o+ 1 1""

.y [(k)

R ;ﬁ * s (4 1)#(1+2->Ja+2(2\/m )} + i

Jut22VEZ) +

donde segue che

1—x
Pla+14-2)( 4 \"Fetbl —Fm
n! ac+3) ;

a

Pl ey = (&2) 2J,2Viz) +

Jup22V (K +1)2)+

i —(t+5)
+oc+1 ” 222V EZ) L (oo B 1)y 1_) (145
W) [ e N

Posto E=1Fk'z ossia

. o=+ 1 o+ 1 1—x
(6) ,-_2(n+ 5 )(%+ 5 +ﬁ)3+w
risulta
3 o
wtadftl —5 e 2 ~
() Pu®Pw)= (H;zlv+ %)(x ;1_ 3) e 2(n+a)+a+1%g 2 7.2VE)+0m—3).

Ma d’altra parte &
F(a -+ 1 -+ n) e o 1 -1 .
T el
quindi la (7) pud anche scriversi

3
x+3

t 2,@eVE) + O(n—l)i .

Per x — ar,» la (6) fornisce:

£ _ Jlas,r w1 _ni
M+ B +orl gf @ 2[”“" g + n )J’
2
mentre d’altra parte si ha
og o= TR 114 O

x+3 8(%-!—5)2
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Pertanto si pud scrivere che

3
wtat-Brl — g 2
( 4 ) o 2ntBrrat oxp ; Jat1, » [—n—“ +1 +
8

x+3 w42 2 2
(»+3)

+n+oc+[i+1+0(n—l)]‘=

e se ne conclude che la precedente espressione tende a 1 per % -—oco.
Inoltre dalla (6) risulta che

o+1 o+1
it (" +T)("+ 3 +p) oy
lim &= lim Jatt r +0(n—?) —J ot T
N —> 0C N — 00 4 a\? 4
-

Dunque dalla (8) si deduce infine che

N — QO 2

lim [n7Pu' P (a, u)] = (JLT’—’T)—“Ja(ja+1, v

K questa la ben semplice formula che fornisce i valori dei
limiti che volevansi determinare.

Notiamo ancora che, servendosi della nota formula

Pn(a; B)(_ x) = (— 1)*P, n(B; “)(x)
e del fatto che, di conseguenza, con ovvie notazioni si ha

(o, B) (8, o)
Ly — xr, n

la precedente formula, scambiando fra loro « e f, pud adattarsi
anche alla determinazione asintotica dei « primi» estremi di P, P(x).
Precisamente risulta che

. — 3 j r —B .
lim [(—1)"n Bp, B gy )] = (Jﬁzrl_) Te(fot1. ).



