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Sui punti esclusi dalie coperture dell’ insieme razionale.

Nota di Marco CueIiaNI (a Milano)

Sunto. - Si studiano le condizioni perché un punto assegnato, di ascissa
irrazionale, non appartenga ad un plurintervallo, di misura abbastanza
prceola, costituente una copertura dell’ insieme razionale.

I

Consideriamo 1’insieme dei numeri razionali p/g (0=<<p/g<1,
(p, g =1), che penseremo ordinati per altezza crescente, e per
valore crescente quelli di uguale altezza, secondo la successione:

1 011112112313
() 1’ 1’ 203 1; 3 57 6’ 5: 17 171 5)'"

Indicheremo con N = N(p/q) il posto occupato dal numero p/gq
nella (1).

Con un noto artificio possiamo ottenere una copertura dell’in-
sieme anzidetto mediante un insieme aperto di misura piccola a
piacere, nel modo seguente. Fissiamo > 0 e pensiamo associato
all’ N-esimo punto razionale un intervallo aperto In— In(p/q) di
ampiezza ¢/2N—1  col cenfro in p/q. Consideriamo poi una succes-
sione di intervalli Yn¥ = Yn(p/q), cosi definiti:

0 0
Y, (i) =1, (i) per N=1
N—1
Yn(p/q) =0, se p/q & interno a I Y,
i=1 per

N—1 N-1 N>1.
Yv=In—In~[) 2 Y.), se p/q non appartiene a X Y,
i=1

=1
11 plurintervallo J(c) = gl Y, contiene tutti i punti raziomali e
1=
la sua misura & <C2s.

Ora ci si pud porre la seguente questione: «fissato un numero
(reale) irrazionale o (0 <« << 1) & possibile trovare in consequenza
un ¢, > 0 tale che il punto « non appartenga ad alcun plurinter-
vallo J() per e << ? » (1)

(1) Questo problema ci & stato proposto dal Prof. W. R. TRANSUE
(Kenyon College, Gambier, Ohio, USA), e non ci risulta che esso sia stato
finora trattato.
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Una prima risposta a tale questione & fornita dalla seguente
proposizione :

A) Se x & algebrico (irrazionale) é sempre possibile trovare un
go > 0, dipendente da «, che soddisfa alla condizione posta.

Sia, pil in gemerale. « un irrazionale qualunque; allora, se
indichiamo con p, /g, la ridotta di ordine » dello sviluppo di «in
frazione continua regolare, e poniamo per brevita N(p,/q,) = N(n),
possiamo stabilire due interessanti criteri espressi dalle seguenti
proposizioni (che verranno dimostrate rispettivamente al punto
II e III):

B) Condizione sufficiente perché esista un e, = e(x) >0, tale
che il punto « non appartenga ad alcun J(c) per ¢ ¢, & che si abbia:

2) Qy * Quys = O(2N™) per #u — -+ co.

C) Condizione sufficiente perché « risulti interno ad ogni I(c),
qualunque sia <> 0, & che si abbia :

(3) 2N = O(Qn * q"-i-l) per % — + oo,

Facciamo notare subito che la A) rientra nella B) come caso
particolare, poiché per gli irrazionali algebrici & soddisfatta la (2);
osserviamo anzi che la classe dei numeri «, per cui la (2) & soddi-
sfatta, & ben pilu estesa. Riferendoci ad esempio alla nota classifi-
cazione di MAHLER (?) possiamo affermare che la (2) & soddisfatta,
oltre che per i numeri 4 (algebrici), anche per i numeri trascen-
denti S e T, nonché per i numeri U con p> 1.

Tutti questi numeri, che chiameremo complessivamente numeri
V, soddisfano infatti, a una relazione del tipo:

(4) |pg~! —a|>cq*

per ogni coppia di interi p, g, con ¢ e k costanti positive oppor-
tune, dipendenti da «. Ora si ha:

N(p/g)=q; 2N =2; (q,9,41)"" > [P0, —«| > cq,™*;
qn+l < C“Ian—l ; qn+2 < C—’Q1z2k—2; QnQn+2 <c—2q"1k—l = 0(211n) - O(2N(n))'

Per cose note (}) & chiaro intanto che « quasi tutti» i numeri
reali sono numeri V e pertanto ¢l mosiro problema ammette una
risposta positiva per quasi tutti ¢ numeri reali «. Vedremo anzi

(3) Vedi: K. MAHLER, Zur Approximation der Exponential-function
und des Logarithmus, < Jour. reine ang. Math. », 166, (1932), pp. 118-136;
187-150. Vedi anche J. F. KoksMma, Diophantische Approximationen, « Er-
gebnisse d. Math. », 4, Heft 4, pp. 62.63.

() Vedi: K. MaHLER, Ueber das Mass der Menge aller S-Zahlen, « Mat,
Ann. », 106, (1932), pp. 131-139.
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(al punto II, oss.2e 22) che la (2) & soddisfatta ad esempio anche
per una certa sottoclasse di numeri di LioUuvILLE (e quindi numeri
U con p.=1, secondo la classificazione suaccennata); esiste per
contro una sottoclasse piuttosto ampia (avente la potenza del continuo)
di mumeri di Liouville per cui & soddisfatta la (3) e tali quindi
che @ punti ad esst corrispondenti risultano interni al plurintervallo
Ie) qualungue sia ¢ > 0 (vedi al punto ITI, ossne).

La questione ora prospettata si presta ad ovvie generalizzazioni,
qualora si pensi l’insieme dei numeri razionali ordinato in una
successione diversa dalla (1), o si pensi diversa da quella sopra
indicata la legge di formazione del plurintervallo g(c). Qui ci limi-
teremo a qualche considerazione relativa alla questione cui da
luogo 1’ adozione di un diverso ordinamento, in cui al numero p/q
corrisponda un posto N’, generalmente diverso da N, ferma perd
restando la legge che, in base al nuovo ordinamento, conduce alla
costruzione degli intervalli I'n/ e del plurintervallo 3'(e).

A questo proposito faremo rilevare 1’ esistenza di una estesa
classe di ordinamenti rispetto a cui non muta il comportamento
dei numeri V, né quello dei numeri di LiouviLLE appartenenti
alle due sottoclassi sopra accennate (vedi le oss. ai punti IT e ITT);
valgono perd le proposizioni seguenti:

D) Fissato « irrazionale, & sempre possibile trovare un ordina-
mento (anzi infiniti) tale che 4l punto « non appartenga al plurin-
tervallo J'(c), costruito in corrispondenza a tale ordinamento, tutie
le volte che ¢ < ¢ (s, > 0, dipendente da « e dall’ ordinamento).

E) Fissato « & sempre possibile trovare un ordinamento (anszi
infiniti) tale che, per ogni < > 0, il punto « risullti interno al plu-
rintervallo J'(c), costruito in corrispondenza a tale ordinamento.

II

Facciamo qui alcune semplici considerazioni di carattere gene-
rale che, oltre ad essere interessanti di per s, ci saranno di aiuto
nel seguito.

a) Fissato « > 0, accadra che, per V abbastanza grande, « risulti

esterno ad ogni In(p/q), se p/g non & una ridotta dello sviluppo
di « in frazione continua.
Si ha infatti:

[P~ —a|>271g"*>¢e.2-2>¢-2-¥ per N=N,.
Anzi, essendo g®=— 0(2% per q — oo, si ha:

b) Fissato ¢ > 0, detta 3(N) la distanza di « da 1n(p/q), e posto
|pg~! — | = A(N), risulta

3(N) > M),
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86 N — oo lungo la successione dei posti dei numeri p/g che non
sono ridotte di «.

¢) Fissato ¢ > 0, sia ancora N{p/q) il posto di una non ridotta
di « e sia N(n) il posto di una ridotta p,/q, tale che N(n) > N(p/q).
Se vale la relazione:

(5) 4. = O(QM-FI) per ® —- o0
risultera sempre, ‘per ¢ abbastanza grande, il punto p,/q, esterno
all’intervallo In(p/q).

Infatti (per p/q diverso da ogni ridotta; N(p/q) << N(w))si ha:

q<29,; MN(p/g)>27'q"*
12,87 — a [ = NN () < (@ulusd) ™' = 0(g,7) =
= o(q~*) = o(MN(p/q))) = o3V (p/9)))

yver N(p/q) — oo e quindi per g — co.

d) Fissato N si pud scegliere ¢, —¢,(x, N) cosl piccolo che «
risulti esterno a ciascuno degli intervalli I, I,,..., Iy, per ogni
e <g.

e) Detta H(p/ q) I’ altezza del numero p/q (H=p+q; ¢g<H<2gq),
valgono le limitazioni (y > 0, costante opportuna):

v SyHP<N<jH'<¢q

per N abbastanza grande.
Si ha infatti:

2 5 L N<24 3 -
+n=3§cp(%)< < +%:3§cp(n}

e d’altra parte & notoriamente :

® 3
2 g(m)co— x*, per x -— oo.
n=1 K

Cid premesso passiamo a dimostrare la B).
Per la (2) vale la relazione (p,/g, & la ridotta di ordine ») per
ogni »:

| Pus ™ — %1 = (@uGnas)™' > 7 - 27N® (4> 0, opportuno)

Fissato allora ¢ — » esiste per la a) un N, tale che, per N>=N,,
o & esterno a tutti gli In(p/q) (p/g diverso da ogni ridotta). Si pud
scegliere allora, per la d), ¢, in modo che « risulti esterno a cia-
scuno degli intervalli I, per 1 <4 <<N,. Basterd quindi porre
g, = Min (¢,, 1) perche le condizioni del problema siano soddisfatte ;
la B) & cosl dimostrata.

OSSERVAZIONE 1%, - Se noi pensiamo di ordinare i numeri
razionali secondn una successione diversa dalla (1), in modo che
al numero p/gq competa un nuovo posto N’', & chiaro che il ragio-
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namento precedente si applicherd ancora se vale una rela-
zione analoga alla (2): g,q,,, = 02¥®), ed inoltre la relazione:
q* = 0(2Y"), in modo che si possa invocare ancora la a). Se limitiamo
le nostre considerazioni ai numeri V (che costituiscono gia, come
abbiamo notato, un insieme di misura 1 sull’infervallo (0, 1)}, si
ha per la (4):

(6) Gy = (2708 2"+ = o(2otos N("»Hﬂ)
(o, n costanti positive) e per la ¢):
g = o(2log rq’)H'“) = 020008 N)1+n).

Possiamo percid affermare che la nostra questione ammette
una risposta positiva per tutti i numeri V e per ogni ordinamento
tale che esistano due costanti positive, ¢ ed #, in guisa che ogni
N’ ed il corrispondente N soddisfino alla relazione:

) N’ > of{log N)l+n
(e, dipenderd dall’ ordinamento oltre che da «).
OssERVAZIONE 2% - Consideriamo quei numeri di LIOUVILLE

che ammettono uno sviluppo in frazione confinua del tipo: a =
=[0, a, a2, a',..] con a intero =>2. Si vede facilmente che
a®' < gu < a®>*!, e quindi per questi numeri, come per i V, non
solo vale la (2), ma anche la (6), e percid anche per essi il nostro
problema ammette una risposta positiva, per tutti quegli ordina-
menti, per i quali risulta soddisfatta la (7).

IIT

Passiamo era a dimostrare la C):
Se p,/q, ¢ la ridotta di « d’ ordine =, si ha, per la (3):

(8) I.puq”—l —oa| < (Qﬂsq'n-l-l)_l < g+ 2-Nw)
per ogni ¢ >0 e per n>v, v=y(, &).

Quindi « & interno a ogni Ing), per n=>v.

Per dimostrare che esso & interno ad un Yy partiamo dall’os-
servazione che « mon pud essere estremo comune di due Iy adia-
centi (la distanza fra i centri dei due Iy sarebbe irrazionale),
percid fissato N, accadrd che: o « & interno ad un Yy con NN,
oppure appartiene (eventualmente come estremo) ad un infervallo
A(Ny), di misura positiva, in cui non cade alcun punto degli Yw
per N<N,.

Poicheé la (3) implica la (b), vale la ¢); accadra quindi che, per
g = ¢q*, ogni ridotta p,/g,, che venga dopo la non ridotta p/q
nell’ ordinamento (1), risulti esterna all’ intervallo In(p/q). Poniamo
allora H* =2g* e sia v + m 1’ordine della prima ridotta di altezza
> H* (e sia m=0, se p, +q, & gia > H*).
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Scelto adesso N,= N(v +m), se « & interno ad un Yy con
N<N,, allora o risulta interno ad J(c). Se « non & interno ad alcun
Y~ con N < N, consideriamo il relativo intervallo A(N ). Sia p,/g,
la prima ridotta di « che appartiene a A(N,). Tale ridotta non
appartiene ad alcun Yy con N <N, poiche appartiene a A(N,), e
non appartiene ad alcun Yy con N < N(p/q) << N(+) in virth della
¢), essendo certamente in questo caso H(p/q) > H*, e quindi g > g¢*-
Pertanto p,/g, non appartiene ad alcun Yy con N << N(p), ne vi
appartiene « (quest’ ultima affermazione & ovvia per N < N;; per
Ny, = N << N(v) si osservi che ’appartenenza di « ad un tale Yn
implicherebbe I’ appartenenza allo stesso intervallo di ridotte d’ or-
dine comunque elevato in contrasto colla c)). D’ altra parte vale
la (8), essendo u > v, quindi « appartiene ad Yy, e la C) & cosi
dimostrata.

OSSERVAZIONE. - Introduciamo il simbolo al#l, definito dalle
relazioni :

alll = a; aln+]l= aal™ (@ > 0, » intero > 0).

Sia ora h,, hy,.., h,,.. una successione non decrescente di
interi (#, =2) ed « un numero definito da uno sviluppo in frazione
continua del tipo:

9) v =@y, @, Gy BT, Bl L p 2], ]

per ¢ intero =0; a, =0, a, intero con 0 <a; <h, per 0 <i<g.
Si vede facilmente che gyin << (,[r121))* e quindi, coll’ aiuto della e),
si verifica, con facile calcolo, che per tali numeri & soddisfatta
la (3); essi risultano pertanto interni al plurintervallo J(c), qualun-
que sia ¢ > 0.

I chiaro poi che )’ insieme dei numeri (9) gode delle seguenti
proprieta: & ovunque denso sull’intervallo (0, 1); ha la potenza
del continuo; & di misura nulla.

Facili considerazioni (analoghe a quelle svolte al punto II,
oss.2¢ 1#) conducono poi alla conclusione che i numeri (9) risultano
ancora interni, per ogni ¢>0, a tutti quei plurintervalli g'(e),
costruiti in corrispondenza ad ordinamenti tali che ogni N’ ed il
relativo NV soddisfino ad una coppia di limitazioni :

sllogN)** " < N' < hN'*
con o, 0, h, k costanti positive.

Iv

Dimostriamo adesso la D).
Sia «=|[0, @,, &y, .., @,,...] un assegnato numero irrazionale
col suo sviluppo in frazione continua regolare. Poniamo A4;=
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=Max (2, a,, @y,.., &) Se p,/q, & la ridotta di ordine » avremo:

21 2n4-4 dni4
9. < A%Ln; Qlnre < A'nn * An”—l}:‘é < An":‘i——}é .

Attribuiamo allora a ciascuna ridofta p,/g, il posto N'(n)=
=Aéﬁig I rimanenti razionali li penseremo ordinati, nei posti
rimasti liberi, al solito modo. Osserviamo che per questi ultimi si
ha sempre N < 4N’ < 4N.

Vale pertanto la relazione: gq,g,.,, = O@M®), analoga alla (2),
e la relazione: ¢* = 0(2¥') in modo che si applica ancora la a).

La D) & quindi dimostrata, per il particolare ordinamento pre-
scelto, in base allo stesso ragiomamento di cui ci siamo serviti (al
punto II) per dimostrare la B), ed & chiuro altresl che il ragiona-
mento stesso si applica ancora a ciascun ordinamento tale che tra
il posto N'(p/q), definito dalla legge precedente, ed il posto N(p/q),
occupato dallo stesso numero p/g nel nuovo ordinamento conside-
rato, sia soddisfatta la limitazione (per ogmi coppia N’, N”), ana-
loga alla (7): N > o(log N')+n (¢ ed n positivi).

Dimostriamo infine la E). Fissato un numero irrazionale «,
consideriamo anzitutto le ridotte il cui ordine & mulfiplo di 10. A
ciascuna di esse attribuiamo il posto N'(piom/qiom) = 2m. Invece
a ciascuna delle ridotte di ordine »#=|= 0 (mod 10) attribuiamo il posto

(10) N'(n) = 2455 +1, A,=Max(2, a,, a,,.., ).

I rimanenti razionali li penseremo ordinati, nei posti rimasti
liberi, al solito modo.

I punti interni all’intervallo I'n(piom/giom) sono quelli che
distano da piom/qiom per meno di . 2-N(10m)—¢,2-2m D’ altra
parte si ha [pmmq;)}n—oq <q§;fn e, fissato ¢, sard per m >=m,,
My == My, €):

g+ 2—m > g7 2 (si osservi che giom > 25m),

Quindi « & interno a tutti gli I'vqom) per m =m,. Per dimo-
strare che esso & interno ad un Y'w, si procede come al punto ITT,
dopo aver verificato che ogni numero piom/qiom risulta esterno ad
ogni intervallo Y'n: per N’ abbastanza grande, se sono soddisfatte
le condizioni:

N < N'(10m); N'Z=N'(n) per #n = 0(mod 10)

Tale verifica & immediata (si ricordi in particolare la (10) per
quanto riguarda gli N'= N'(n) con »=z0(mod 10)); il noto ragio-
namento ci porta allora a conoludere con la validitd della E) per
il prescelto ordinamento. B chiaro poi che le stesse argomentazioni
si applicano ad infiniti altri ordinamenti; basterebbe ad esempio
prendere in considerazione le ridotte il cui ordine & multiplo,
anzich® di 10, di un intero ¢ > 10.



