
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Marco Cugiani

Sui punti esclusi dalle coperture
dell’insieme razionale.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 8
(1953), n.3, p. 294–300.
Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1953_3_8_3_294_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente
per motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1953_3_8_3_294_0
http://www.bdim.eu/


Sui punti esclusi dalle coperture AélV insieine razionale.

Nota di MARCO CUGIANI (a Milano)

Santo. - Si studiano Ie condisioni perché un punto assegnato, di ascissa
irrazionale, non appartenga ad un plurintervallo, di misura abbastanza
piccola, costituente una copertura dell'insieme razionale.

Consideriamo Finsieme dei nuineri razionali p/q (0
(p, q) = 1), che penseremo ordinati per altezza crescente, e per
Talore crescente quelli di uguale altezza, secondo la successions :

0 1 1 1 1 2 1 1 2 3 1 3
l l) v v 2 ' 3 ' ¥ 3 ' 5' 6' 5' 4' V 5' "'

Indicheremo con N= N(pjq) il posto occupato dal numero p/q
nella (1).

Con un noto artificio possiamo ottenere una copertura delPin-
sieme anzidetto mediante un insieme aperto di misura piccola a
piacere, nel modo seguente. Fissiamo £ > 0 e pensiamo associato
airiV-esimo punto razionale un interyallo aperto IN=IN(PIQ) di
ampiezza &j2N—1

9 col centro in p'tq, Consideriamo poi una succes-
sione di intervalli YN — YN(PIC[), COSÏ definiti :

N—\
) = 0, se pjq è interno a i Y%

per
N-l N~l N>1.

YN = IN — (IN f] S Y,), se plq non appartiene a S Yt

00

II plurintervallo 9(s) = S Y$ contiene tutti i punti razionali e

la sua misura è < 2s.
Ora ci si puö porre la seguente questione : « fissato un numero

(reale) irra&ionale a (0 < a < 1) è possibile trovare in conseguenza
un e0 > 0 taie che il punto a non appartenga ad alcun plurinter-
vallo ûJf(e) per £<^s0? » (*).

(4) Questo problema ci è stato proposto dal Prof. W. R. TRANSUB
(Kenyon College, dambier, Ohio, USA), e non ci insulta che esso sia stato
finora trattato.
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Una prima risposta a taie questione è fornita dalla seguente
proposizione :

A) Se a è algebrioo (irrazionale) è sempre possibile trovare un
£0 > 0, dipendente da a, che soddisfa alla condizione posta,

Sia, più in generale, a un irrazionale qualunque ; allora, se
indichiamo con pjqn la ridotta di ordine n dello SYÜuppo di a in
frazione continua regolare, e poniamo per brevità N(pjqn) ~ N(n),
possiamo stabilire due intéressant! criteri espressi dalle seguenti
proposizioni (che verranno dimostrate rispettivamente al punto
II e III) :

B) Gondisione suffidente perché esista un s0 = eo(a) > 0, tale
che il punto a non appartenga ad alcun 3(Ê) per £ < e0, è che si abbia :

(2) a*-3»+. = O(2*<»>) per n ^ + o o .

C) Gondizione suffidente perché a risulti interno ad ogni 3(s),
qualunque sia t > 0, è che si abbia :

(3) 2*M = o(gn . gM+1) per w — + oo.

Facciamo notare subito che la .4) rientra nella B) come caso
particolare, poichè per gli irrazionali algebrici è soddisfatta la (2) ;
osserviamo anzi che la classe dei numeri oc, per cui la (2) è soddi-
sfatta, è ben più estesa. Riferendoci ad esempio alla nota classifi-
cazione di MAHLBB (2) possiamo affermare che la (2) è soddisfatta,
oltre che per i numeri A (algebrici), anche per i numeri trascen-
denti S e T, nonchè per i numeri U con (/.;> 1.

Tutti questi numeri, che chiameremo complessivamente numeri
Vy soddisfano infatti ; a una relazione del tipo :

(4) \pq-* —<z\> cq~k

per ogni coppia di interi p, q, con c e k costanti positive oppoT-
tune, dipendenti da a. Ora si ha :

V*" 1 = °(2qn) = °(
Per cose note f3) è chiaro intanto che « quasi tutti » i numeri

reali sono numeri V e pertanto il nostro problema ammette una
risposta positiva per quasi tutti i numeri reali a. Vedremo anzi

(2) Vedi : K* M A H L E R , Zur Approximation der Eocponential-function
und des Logarithmus, « Jour . reine ang. Math. », 166, (1932), pp. 118-136 ;
137-150. Vedi anche <T. F . KOKSMA, Diophantische Approximationen, « Er-
gebnisse d. Math. », 4, Heft 4, pp. 62-63.

(3) Yedi : K. M A H L E R , Ueber das Mass der Menge aller S-Zahlen, « Mat.
A m » , 106, (1932), pp. 131-139.
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(al punto II , oss. ne 2a) che la (2) è soddisfatta ad esempio anche
per una certa sottoclasse di numeri di LIOTJVILLE (e quindi numeri
U con [x — 1, secondo la classificazione suaccennata) ; esiste per
contro una sottoclasse piuttosto ampia (avente la potenza del continuo)
di numeri di Liouville per cui è soddisfatta la (S) e tali quindi
che i punti ad essi corrispondenti risultano interni al plurintervallo
3(e) qualwnque sia e > 0 (vedi al punto III , ossne).

La questione ora prospettata si presta ad ovvie generalizzazioni,
qualora si pensi V insieme dei numeri razionali ordinato in una
successione diversa dalla (1), o si pensi diversa da quella sopra
indicata la legge di formazione del plurintervallo S[s). Qui ci limi-
teremo a quai che considerazione relativa alla questione cui dà
luogo 1' adozione di un di verso ordinamento, in cui al numero pjq
corrisponda un posto JV', generalmente diverso da N, ferma per6
restando la legge che, in base al nuovo ordinamento, conduce alla
costruzione degli intervalli I'N' e del plurintervallo 8'(E).

A questo proposito faremo rilevare l'esistenza di una estesa
classe di ordinamenti rispetto a cui non muta il comportamento
dei numeri V, ne quello dei numeri di LIOUTILLE appartenenti
aile due sottoclassi sopra accennate (vedi le oss.ni ai punti I I e I II) ;
valgono perö le proposizioni seguenti :

D) Fissato a irrazionale, è sempre possibile trovare un ordina-
mento (anzi infiniti) taie che il punto a non appartenga al plurin-
tervallo 3'(e), costruito in corrispondenza a taie ordinamento, tutte
le volte che s < so(so > 0, dipendente da a e dall' ordinamento).

E) lissato a è sempre possibile trovare un ordinamento (anzi
infiniti) taie che, per ogni s > 0, il punto a risulti interno al plu-
rintervallo 3'(s), costruito in corrispondenza a taie ordinamento.

II

Facciamo qui alcune semplici considerazioni di carattere gene-
rale che, oltre ad essere intéressant! di per se, ci saranno di aiuto
nel seguito.

a) Fissato s > 0, accadrà che, per N abbastanza grande, a risulti
esterno ad ogni Inip/q), se p/q non è una ridotta dello sviluppo
di a in frazione continua.

Si ha inf atti :

2-1gr t > s . 2~« > e • 2~N per N> NQ.

Anzi, essendo qz = o(2q) per q -^ oo, si ha :
6) Fissato s ;> 0, detta S(2V) la distanza di a da l$(plq), e posto

\pq-i _ a | = X(JV), risulta
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se N ~* oo lungo la successione dei posti dei numer i pjq che non
sono ridotte di a.

c) Mssato e > 0, sia ancorà N(p/q) il posto di una non ridotta
di a e sia N(n) il posto di una ridotta pjqn taie che N(n) > N(pjq).
Se vale la relazione :

(5) qn = o{qn+l) per n — oo

risulterà sempre,'per q abbastanza grande, il punto pjqn esterno
ail' interyallo Iw{plq).

Infatti (per p/q diverso da ogni ridotta ; N(plq) < N(n)) si ha :

q<2qn; ï(N(plq)) > 2~>q-*

\PnVn-1 - * I = Wm < ( M ^ l ) - 1 = 0(qn~
2) =

= 0(g->) = o(W(plq))) = o(t(N(p/q)))

per N(pjq) — oo e quindi per q — oo.
d) Fissato N si puö scegliere ex = e^a, N) cosï piccolo che a

risulti esterno a ciascuno degli interyal l i I1} I^,.-, Jj\r, per ogni

e) Detta H(p/q) Taltezza del numerop/q (H=p-hq; q<H<.2q).
valgono le limitazioni (Y > 0, costante opportuna) :

per iV abbastanza grande.
Si ha infatti:

H-i i H 1
2 + 2 ~cp(»<i\r<2-t- S 5<p(n)

e d'altra parte è notoriamente :

» 3
S cp(n)oo—2x

2
} per OÎ — oo.

Ciö premesso passiamo a dimostrare la B)*
Per la (2) vale la relazione (pjqn è la ridotta di ordine n) per

ogni n :

I Pn&r1 " a I > tenait)"1 > *1 • 2 ^ ( M ) f̂ï > °> opportuno)
Fissato allora s = vj esiste per la a) un No taie che, per N^N0,

a è esterno a tutti gli iN(pjq) {plq diverso da ogni ridotta). Si puö
scegliere allora, per la d), &i in modo che a risulti esterno a cia-
scuno degli intervalli I% per 1 < i < No. Basterà quindi porre
E0 = Min (sj, r\) perché le condizioni del problema siano soddisfatte ;
la B) è cosï dimostrata.

OssERVAZioira la. - Se noi pensiamo di ordinare i numeri
razionali secondo una successione diversa dalla (1), in modo che
al numero pjq competa un nuovo posto N\ è chiaro che il ragio-
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namento précédente si applicherà ancora se Taie una rela-
zione analoga alla (2) : qnqn+*> = 0(2^»), ed inoltre la relazione :
q* = o(2N% in modo che si possa invocare anoora la a). Se limitiamo
le nostre considerazioni ai numeri V" (che costituiscono già, corne
abbiamo notato, un insieme di misura 1 sull'intervallo (0, 1)), si
ha per la (4) :

(o-, v) costanti positive) e per la e) :

Possiamo perciö affermare che la nostra questione ammette
una risposta positiva per tutti i numeri V e per ogni ordinamento
taie che esistano due costanti positive, cr ed v), in guisa che ogni
N' ed il corrispondente N soddisfino alla relazione :

(7) N' > a(log N)l+-n

(s0 dipenderà dall' ordinamento oltre che da a).
OSSERVAZIONE 2a. - Consideriamo quei numeri di LIOUYILLE

che ammettono uno sviluppo in frazione continua del tipo : oc =
= [0, a, a21, a3!

Jt..] con a intero >2. Si vede facilmente che
anl < qn < a2nl, e quindi per questi numeri^ corne per i V, non
solo vale la (2), ma anche la (6), e perciö anche per essi il nostro
problema ammette una risposta positiva, per tutti quegli ordina-
menti, per i quali risulta soddisfatta la (7),

III

Passiamo ora a dimostrare la C):
Se p„/3„ è la ridotta di a d'ordine n, si ha, per la (3):

(8) \Pn<irrl ~ * l < (3„««+i)-1 < 6 • 2-W(n)

per ogni e > 0 e per n > v, v = v(a, s).
Quindi a è interno a ogni !#(«), per w2>v.
Per dimostrare che esso è interno ad un YN partiamo dall'os-

servazione che a non puö essere estremo comune di due IN adia-
centi (la distanza fra i centri dei due IN sarebbe irrazionale),
perciö fissato No accadrà che : o a è interno ad un YN con N< No,
oppure appartiene (eventualmente corne estremo) ad un intervallo
A(iV0), di misura posifciva, in cui non cade alcun punto degli YN
per N<NC.

Poichè la (3) implica la (5), vale la c) ; accadrà quindi che, per
q>q*, ogni ridotta pjqn, che venga dopo la non ridotta p/q
nell'ordinamento (1), risulti esterna all'intervallo iN(plq)* Poniamo
allora if* = 2g* e sia v -+- m l'ordine délia prima ridotta di altezza
> # * (e sia m = 0, se pv -h qv è già > H*).
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Scelto adesso No = iV(v -+- m), se a è interno ad un YN con
Noi allora a risulta interno ad 3(e). Se a non è interno ad alcun

YN con N < 2V0 consideriamo il relatiyo intervallo A(JV0). Sia p^jq^
la prima ridotta di a che appartiene a A(JV0). Taie ridotta non
appartiene ad alcun YJV con N<N0 poichè appartiene a A(iV0), e
non appartiene ad alcun YN con NQ < N[p/q) < iV(a) in virtù della
c), essendo certamente in questo caso H(p/q) > j ï* , e quindi g > g* -
Pertanto p^lq^ non appartiene ad alcun YN con N < iV(p), nè vi
appartiene a (quest' ultima affermazione è ovvia per N<N0; per
NQ < N < 2V((x) si osservi che 1' appartenenza di a ad un taie YN
implicherebbe 1' appartenenza allo stesso intervallo di ridotte d' or-
dine comunque elevato in contrasto colla c)). D7 altra parte vale
la (8), essendo jx > v, quindi a appartiene ad TN(^)9 e la C) è cosï
dimostrata.

OSSERVAZIONE. - Introduciamo il simbolo aW, definito dalle
relazioni :

a^] = a ; at«+i] = a
aW (a > 0, n intero > 0).

Sia ora hx, fe2,..., fe„,... una successione non decrescente di
interi (ft! > 2) ed a un numero definito da uno sviluppo in frazione
continua del tipo :

(9) « = K i * i > - > aP^ fci^t fc,Ep-M=],.„, ^tp+ati],...]

per p intero > 0 ; a0 = 0, a,- intero con 0 < a{ < fox per 0 < i < p.
Si vede facilmente clie q^+n < (hjp+^y e quindi, colP aiuto della e),
si verifica, oon facile calcolo, che per tali numeri è soddisfatta
la (3) ; essi risultano pertanto interni al plurintervallo 3{z), qualun-
que sia e > 0.

È chiaro poi che V insieme dei numeri (9) gode delle seguenti
proprietà : è ovunque denso sulF intervallo (0, 1) ; ha la potenza
del continuo ; è di misura nulla.

Facili considerazioni (analoghe a quelle svolte al punto I I ,
oss.ne la) conducono poi alla conclusione che i numeri (9) risultano
ancora interni, per ogni £ > 0, a tutti quei plurintervalli Sf'(e))
costruiti in corrispondenza ad ordinamenti tali che ogni N' ed il
relativo N soddisfino ad una coppia di limitazioni :

* < N'

con <T, 7), h, h costanti positive.

IV

Dimostriamo adesso la D).
Sia a —[0, al9 a2,..., ceM)..,] un assegnato numero irrazionale

col suo sviluppo in frazione continua regolare. Poniamo Ai =
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rr:Max(2, al? a,,..., at). Se pjqn è la ridotta di ordine n avremo:

Attribuiamo allora a ciascuna ridotta pjqn il posto N'{n) —
= ^2M+2 • I rimanenti razionali li penseremo ordinati, uei posti
rimasti liberi, al solito modo. Osserviamo che per questi ultimi si
ha sempre N < &N' < AN.

Vale pertanto la relazione : qnqn+% = O(22sr'(n)), analoga alla (2),
e la relazione : q* = o(2^') in modo che si applica ancora la a).

La D) è quindi dimostrata, per il particolare ordinamento pre-
scelto, in base allo stesso ragionamento di cui ci siamo serviti (al
punto II) per dimostrare la E), ed è chiüro altresï che il ragiona-
mento stesso si applica ancora a ciascun ordinamento taie che tra
il posto N'(pjq\ definito dalla legge précédente, ed il posto N"(pjq),
occupato dallo stesso numero pjq nel miovo ordinamento conside-
rato, sia soddisfatta la limitazione (per ogni coppia 2V', iV"), ana-
loga alla (7) : N" > <r(log N')1*'* (<J ed vj positivi).

Dimostriamo infine la E)* Fissato un numero irrazionale a,
consideriamo anzitutto le ridotte il cui ordine è multiplo di 10. A
ciascuna di esse attribuiamo il posto Nf(piomlqiOm) = 2m. Invece
a ciascuna délie ridotte di ordine n=\= 0 (mod 10) attribuiamo il posto

(10) N'(n) - 2A%$t -+-1, A% = Max{% a,, a,,..., a,).

I rimanenti razionali li penseremo ordinati, nei posti rimasti
liberi, al solito modo.

I punti interni ail' intervallo IfN'(pi0mlqiOm) sono quelli che
distano da piomlqiom per meno di s • 2—Nr(\0m) - - E , 2—2m t D'altra
parte si ha \piQt»qT(L — a | < îlôm e^ ' i ssato e, sarà per m > m 0 ,
wo = mo(a, e):

Quindi a è interno a tutti gli IV(iOm) per m > m 0 . Per dimo-
strare che esso è interno ad un Y'w, si procède corne al punto III ,
dopo aver verificato che ogni numero piomlqiom risulta esterno ad
ogni intervallo Y'JW per N' abbastanza grande^ se sono soddisfatte
le condizioni :

N' < i\T(10 m) ; N' =j= i\T'(n) per n = 0(mod 10)

Taie verifica è immediata (si ricordi in particolare la (10) per
quanto riguarda gli N' = 2V'(») con n=|=0(mod 10)); il noto ragio-
namento ci porta allora a conoludere con la validità délia E) per
il prescelto ordinamento. È chiaro poi che le stesse argomentazioni
si applicano ad infiniti altri ordinamenti ; basterebbe ad esempio
prendere in considerazione le ridotte il cui ordine è multiplo,
anzichè di 10, di un in ter 0 a > 1 0 .


