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Sopra un esempio di funzione quasi periodica.

Nota di C. SABBIONI (a Pavia).

Sunto. - S. CINQUINI ha avulo occasione di rilevare () un esempio di fun-
zione f(x), quasi periodica (secondo BOHR), assolutamente continua su
ognt imtervallo finito, la cui derivata del primo ordimne f'(x) nonm é
guasi periodica secondo STEPANOFF; a tale conclusione S. CINQUINI €
giunto rilevando che £'(x) non é uniformemente integrabile (2).

Nelle presenti righe vogliamo indicare un esempio dv funzione quasi
periodica (secondo BoHR) e assolutamente continua, la cui derivata del
primo ordine, pur essendo uniformemente integrabile, non é quusi perio-
dica secondo STEPANOFF.

1. In corrispondenza ad ogni intero positivo # comsideriamo la
successione di intervalli:
(1) Iny»=0@"+2% p—1, 204 2% lp 1) con r=0,1,+2,...
Gli intervalli I, », (n =1, 2,...; r=0, =1, =2, ...) sono a due
a due distinti. Infatti non pud essere
2) 2" 4+ 27 F1 Ly — 200 4 2n0tl . g, con m, intero e ==,
perche supposto, per fissare le idee, n > #,, dalla (2) segue:
2n—ty 4 In—totl . p =1+ 2r,.
ove il primo membro & pari e il secondo membro dispari; e cid
¢ assurdo. Dunque necessariamente » —m,; dalla (2) si ottiene :
1+ 2r=1+ 2r,, da cui r =7,.

Inoltre gli intervalli Iy, », (=1, 2,..; r=0, =1, =2, .., rico-
prono tutto 1’intervallo (— co. + oo) ad eccezione dell’intervallo
{(—1, 1); i centri degli intervalli I,, ,» sono infatti i punti di ascissa:

271 -+ 2n+1 . 7',
vale a dire tutti i punti di ascissa pari, ad eccezione dell’ origine,
non potendo essere:
2n+2n+1.r:0

per valori interi di # ed 7.

(*) 8. CixQuiNi: Sopra ¢l problema dell’ approssimazione delle funzions
quasi periodiche, < Annali della Se. Norm. Sup. di Pisa», Vol. V. 1951,
pag. 245.267, in particolare pag. 264.

(?) Per le generalita sopra le funzioni quasi periodiche vedi, per esem-
pio: 8. CiNQUINI, Funegioni quasi periodiche, (Lit. Tacchi, Pisa, 1948-49).
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In corrispondenza ad ogni intervallo I »(r=0, =1, #*2, .)
consideriamo nel semipiano y =0 » triangoli isosceli, ognuno dei

2 2n — 1
quali ha base o € altezza nnz . Sia ora fq(x) una funzione, il

cui valore, per ogni wx appartenente agli intervalli I, r= 0,
+1, 2 ..) sia dato dall’ordinata della poligonale sopra conside-
rata; sia inoltre f,(x) =0 per ogni altro « dell’ intervallo (— oo, + co).

La funzione fu(x) & continua e periodica di periodo 2"*!; inoltre
si ha, per ogni = di I, {(r=0, =1, *=2,..):

2n — 1
0 < fult) < —5—
n
e per quasi tutti gli o di I, {r=0, =1, £2,.):
. , 2n—-1 1 1
3) ['n(x) | = pow :h:2_-4_z

Essendo gli intervalli I, , a due a due distinti, per ogni x di
(— o0, + o0) al pilt una sola fu(x) @ F=0.
(o]
La serie X fu(x) converge uniformemente in tutto 1’intervallo
n=1
(— o0, + oo} verso una funzione F(x). Infatti, per ogni z, il resto
Ryu(x), se non & nullo, & uguale al valore di una delle funzioni
fu(x), ed essendo:

2 1

2
) =3, = e <>

preso ¢ >0 ad arbitrio, e scelto un intero »' in modo che sia

2
o =% per ogni » > %’ risulta:

| Buf) ] <.

La funzione F(x) risulta pertanto quasi periodica secondo BoHR.
2. a) Per la (3) e per quanto abbiamo successivamente rilevato
si ha, per quasi tutti gli « interni agli intervalli Iy »(r=0, +1, +2,...)

@) [ Fla)| =] fule) | =2 — .,

mentre per ogni x dell’intervallo (— 1, 1) &:
Fla)= F'(x) = 0.
b) Dunque la derivata F'(x) esiste finita e limitata in quasi
tutto (— oo, + o0), e quindi in tale intervallo F'(x) & assolutamente

continua. Inoltre F'(x), essendo limitata, risulta uniformemente
mtegrabile in (— oo, + oo).
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Vogliamo dimostrare che la derivata F'(x) non & quasi periodica
S (). A tal uopo basta rilevare che, preso ad arbitrio un numero
positivo ¢ < 1, comunque si scelga un [ >0, esiste almeno un «
reale, per il quale ci sono intervalli di ampiezza ! tali che, per
qualsiasi © in essi contenuto, non ha luogo la disnguaglianza :

ﬁa-l—l
(5) /[F’(m+-r)—l7”(x)|dx_<_e;
.y . Lo 1 1
pilt precisamente, posto « = — 59 rileviamo che per — 5 < SQ

gi ha:

1 1
~é+r_<__w+'r§§+ T,

Ora, qualunque sia il numero reale positivo I, se si considera
un qualsiasi intervallo di ampiezza [ apparteneute o alla semiretta

3 3
(_. 00, _Q)’ o alla (—|— 59 +oo), detta t 1’ascissa di un qualsiasi

punto interno a tale intervallo, al variare di « in (— %, — %) T+
non & mai interno all’intervallo (— 1, 1). D’altra parte I’intervallo

1 1 . o .
( 5+ Tg+HT avendo ampiezza unitaria, ha punti a comune al

pitt con due I, » consecutivi. Detti ', #” i primi indiei di questi
due intervalli (con %' << %”), e dette Fu e Jnv le ampiezze degli
intervalli che I, , ed Iy, hanno a comune con I intervallo

1
(—; ,2+1)siha,:
1

f\F’(cc+'r)— F’(m)ldx:f]ﬁ”(x-&—r)[dx:

4

2

:le'(x+r)|dm+[|F’(w+1.-)|da:::
9% G
1 1 1 1
= (2 —%;)0 €7w+(2— n—,,)o 9/ 2(2 _W) AIn + Ju) =2 — w <1
Pertanto la derivata F'(x) della funzione F(x), quasi periodica

secondo BoHR e assolutamente continua su ogni intervallo finifo,
non & quasi periodica S.

(3) Per indicare una funzione quasi periodica secondo STEPANOFF usiamo,
per bievitd, la notazione: « quas: pertodica S».



