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Funzioni di Legendre di seconda specie
e polinomi ultrasferici.

Nota di ALESSANDRO OssicINI (a Roma).

Sunto. - Si deferminano alcuni sviluppi, in cui intervengono ¢ polinowi
ultrasferici e le funzion: di LEGENDRE di seconda specie, mediante
trasformazioni di LLAPLACE su sviluppe wnoti.

1. In una nota precedente (') abbiamo determinato la funzione
generatrice del prodotto di due polinomi ultrasferici, ed abbiamo
visto che essa ha, tra i suoi fattori, la funzione di LEGENDRE di
seconda specie. In questa nota mostreremo come queste funzioni
siano legate ai polinomi ultrasferici determinando alcuni sviluppi
in cui intervengono contemporaneamente.
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tt) A. OssiCiNI, Funzione generatrice dei prodotti di due polinomi ulira-
sferici, «Boll. Un. Mat. It.», (1952), Serie III, Anno VI, Num. 3, pp.
315-320.

(®) G. N. WarsonN, 4 treatise on the theory of Bessel functions, (Cam-
bridge, 1948), p. 366.

(3) G. N. Warson, op. cit. (2), p. 389.
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Posto z:%—+1, si conclude ([2|>1, |x|<1)
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Per A =3 la (2.6) ci da il noto sviluppo di HEINE (%) (|2|>1, |#|<1)

— T @n + 1)Q.(2)P.(a),

F— n=0

1
ove P,,(x):P,,(’z\)[x) indica il polinomio di LEGENDRE.

3. Considerato lo sviluppo di BAUER-GEGENBAUER (%)
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() G. N. WaTson, up. cit. {2), p. 386,

() E. W. HoBsoN, The theory of spherical and ellipsoidal harmonics,
(Cambridge 1931), p. 62.
(6) &. N. Warson, op. cit. (2), p. 370.
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Posto 2z =142, x=rcos9, y = — coso’, tenuto conto che ()
P, N —y) =(—1)"P,"(y) ed introdotta la funzione di Busser di
prima specie di argomento immaginario si otfiene
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e della formula di StrEINTHAL (%) (l al>1 v>— Q)
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("} G. SANSONE, Hguazioni differenziali nel campo reale, parte prima
seconda edizione, (Bologna 1948), p. 151.

(3) A. GHizzeTTI, Calcolo simbolico, (Bologna 1942), p. 288.

() G. N Warson, op. cit. (%), p. 387.
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Se poniamo # =k e utilizziamo la formula di duplicazione del
LecENDRE (V)

2‘*’2"’F(z)I‘(z + %) = F(%)F(?z},

lo sviluppo (3.6) diviene (|z|>1, |2|<<1, ly|<1)
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4. Nel caso particolare y =1, lo sviluppo (3.7) si riduce allo
sviluppo (2.5).
Infatti per y =1 si ha ("}
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5, Facciamo ora una seconda applicazione della (3.5) determi-
nando uno sviluppo nel quale intervengono i polinomi di JacoBI
¢ la funzione di LEGENDRE di seconda specie.

Considerato il particolare sviluppo di BATEMAN (%)
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(19) G. SANSONE, Lezioni sulla teoria delle funzioni di uma variabile
complessa, Vol. 1, (Padova, 1950}, p. 186.

(1Y) G. SzEad, Orthogonal Polynomials, « Am. Math. Soc. Colloquium
Publications», (New York, 1939), p. 80.

(12) G. N. WATSON, op. cit. (2), p. 140.
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1 —
posto # =1z, k*="" ¥ y=o, p=a+ B+1, ed introdotti i poli-

nomi di JacoBr (*?)
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Se teniamo conto della (3.5) e dell’integrale HANKEL (relativo

alle funzioni di BessEL di prima specie di argomento immaginario),
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abbiamo dalla (5.1) moltiplicando per v ed integrando tra 0
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1
6. Lo sviluppo (5.2) per « =B =1»X — introdotti i polinomi ul-

trasferici (')

1
r@2x + n)I‘(k + Q)

P,,m(m) =

F('n, + A +%)F(2)\)

(13) G. Sansowng, op. cit. () p. 150.
(*4) G. SzeGH, op. cit. (12) p. 80.
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diviene (|y|>1, lx| <1)
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Se mello sviluppo (6.1) poniamo x =1, 20 =p a causa della
(4.1) abbiamo
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ciod lo sviluppo per funzioni di LEGENDRE di seconda specie della
y—*‘_‘;'. Allo sviluppo (6.2) si pud pervenire direttamente partendo
dallo sviluppo di GEGENBATER ()
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