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Su un integrale analogo al potenziale logaritmico.

Nota di Brunvo Pint (a Cagliari)

Sunto. - Si introduce un operatore OI* che generalizza 1 operatore
O = 8*/0x? + 0/dy e si comsidera Vequazione DNL*(u) = £ con f funzione
sommabile con una certa potenza.

B noto che se f(P)(') & una funzione continua sul dominio D
ma non verifica punto per punfo una condizione di HOLDER, il
potenziale

uw(P)= . 1g (1/PQ)f(Q dQ
27
D

anziche soddisfare 1’ equazione
AMp=Tf
ove A & il laplaciano ordinario, verifica 1’equazione
A*y—=f
ove A* & Yoperatore di ZareMBA (?) definito da
Ay — ]im0 [w(x + h, y)+ ulx, y + h) + ulx — h, y) +
" + uw(x, y — h) — du(x, y)|/h*.
E stato dimostrato (3) che, analogamente, 1a funzione
~ 5= [/ UP, Of(QdQ R: —i=z=1, 0=y=1,
R

(1) wP)=

(Y) Conveniamo di indicare costantemente con P il punto (x, y) e con
¢ il punto (§, 7).

(2) S. ZArREMBA, Coniribution & la théorie d’une équation fonctionnelle
de la physigue, « Rend. Circolo Mat. », Palermo, 19 (1905). La prima gene-
ralizzazione del laplaciano & perd dovuta ad H. PeTRINI, Démonstration
générale de Uéquation de Poisson Au=— — 4np en ne supposant que o soit
continue, Ofversigt af Kongl. Vetenskaps- Akad. Férhandlingar (1889);
I’ operatore generalizzato ivi comsiderato, se in due variabili, &

N lkllB»Ol [ux(m + h‘! y) - ’“’z(w? y)]/h —+ [u‘!/(x: Y+ k) - 'M’?/(a": y)]/k 2 .

(3) P. HarTMAN and A. WINTNER, On the inverse of the parabolic dif-
ferential operator 92/ox® — pfot, « Amer. J, Math. Soc. », LXXV (1953).
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ove

vp, g=1Y " )~ exp [ — (@ —£)*/4y — 1)) por Z;:

se f(P) si suppone soltanto continua, anziché soddisfare I’ equazione
L(u) = 0*u/ox® — dufoy = f,
soddisfa 1’ equazione
£Hu) =1
ove
£*u) = lim | u(x + b, y) — 2u{x, y) + u(x — h, y) —
h—-0

— [u(@, y) —ulw, y — W] 1/B* ().

D’ altra parte un altro modo molto naturale di generalizzare il
laplaciano consiste nel sostituire all’operatore di LaPLACE I’ ope-
ratore di BLASCHKE oppure quello di PRIVALOFF.

Ponendosi in uno spazio tridimensionale (ma il ragionamento
¢ valido in generale), indicando con m(u; », P) ed M(u; r, P) le
medie della funzione u fatte rispettivamente sulla superficie sfe-
rica e sulla sfera di centro P e raggio r, SAKS (°) ha provato che
se u & una funzione subarmonica in un insieme aperto G e o &
la corrispondente distribuzione di masse, allora

lim [Mw; r, P)—M(P)]/gnr?:

r—0

= lim [m{w; v, P) — u(P)]/ivw?: Dgim o(P)
7 —0
in ogni punto P in cui esiste la derivata simmetrica

. 1
Dgim G(P) = hmO i dG(Q),
r—

gm‘s S, 7

essendo S(P, r) la sfera di centro P e raggio 7.

() Un operatore che generalizza quello dell’equazione del calore, an-
teriormente agli A. A. citati in (3), & stato considerato da M. GEVREY,
Sur les équations aux dérivées partielle du type parabolique, « Journ. de
Math. », s. 6, 9 (1913); precisamente il seguente

, 1,:1101 [walw + R, y) — ug(@. y))/h — [wx, y + k) —u(x, y)]/k{.

(°) S. Saxs, On the operators of Blaschke and Privaloff for subkarmonic
functions, « Rec. Math. (Mat. Shornik)», 9 (1941). I. PRIVALOFF, On a
theorem of S. Saks, id. id. Cfr. anche D. H. PorTs, 4 note on the opera~
fors of Blaschke and Privaloff, « Bull. of the Amer. Math. Soc.:, (1948).

16
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Nella presente Nota vogliamo mostrare come per la funzione
(1) si possa stabilire un risultato simile a quello di SAKs; usando
il ragionamento col quale PRIVALOFF ha ritrovato il risultato di
SAKS, non v’ & bisogno di fare su u(P) I’ipotesi della subarmoni-
citdh (o analoga mnel caso parabolico); anzi il risultato in questo
caso discende da quello generale tenendo presente il teorema di
Rigsz sulla struttura di una funzione subarmonica.

1. Poniamo
2) O(u) = P*ufox® + duldy
tutte le volte che u(P) & dotata delle derivate indicate. Detta
(P, r) la curva
E=u2 + rV2sen 6 Vig(1/sen®)

® 7=y + r’sen? —rR=f<r/2 >0

e D(P, r) il dominio limitato da essa individuato, poniamo

/2

wolths P, 1) = cos § Vig(l/sen?8) do

Ve | e

—n/2
"

2
w,(u, P, r)=ﬁ/\“~o(u: P, o)odp,
0

nell’ ipotesi che gl’integrali scritti abbiano significato.
Cominciamo col provare che:
La media periferica di U(Q, P) soddisfa la seguente relazione

UQ, P) se Q & esterno-a 9DP,, r}
1/r > » appartiene a » >
Se @ & esterno a DP,, r) la U(Q, P) @& come funzione

di P, soluzione regolare di 9 u)=0 in PP,, r) e quindi

w(U(Q, P), Py, r)=U(Q, Py (%)

Supponiamo che @ sia interno a @(P,, 7); se ¢ e § sono due
numeri positivi abbastanza piccoli. indicando con T il dominio
DP,, 1) (y<<n—¢)— DP,, 3), dalla formola di reciprocith appli-
cata al dominio T

[ f [vOT(u) — ul(v)ldxedy — f (vu,, — wv,)dy — wodx,
T FT

4) w(U(Q, P), Py, )=

(6) B. Pin1, Maggioranti e minoranti delle soluziont delle equaziont
paraboliche, « Annali di Mat. pura e appl. >, s. XXXVII (1954).
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prendendo o P) = U(P, P,)— 1/r. w(P)= U(Q, P) e facendo ten-
dere 3 a zero, si ha

®) [ [U(P, P))— 1/]U(Q, P)dex +

A'B’

+ \/3} Q, P)cos 6Vig(1/sen?6)do =2V = U(Q, P,),
arg’
indicando con A’B’ il segmento di caratteristica y == — ¢ intexr-
cettato da @(P,, r) e con A'B’ 1’arco, percorso positivamente, di
@(P,, r) contenente P, e avente per estremi A’e B’. Passando ora
al limite per ¢—0, nel secondo integrale si pud sostituire A4’B’
con AB e, tenendo presente che U(Q, P)=0 per y ==, esso si

pud scrivere
/e

\/2/ » P)gp, » €08 0 Vlig (1/sen?6) db
—n/e
ossia 2V 7 u(U(Q, P), P,, 7). Si ha poi
wBr
fU(Q, dx—(f+f —*/e exp[— E — x)Y/de]de — 2V =

e—0
AIB' wA,

e, per la regolarita di U(P, P,) per P P,,

o, Pyu@, Pim — 2V UG, P).
A'B

Con cid & provata la (4) se @ & interno a D(P,, r). Infine se @
appartiene a @(P,, r), con un ragionamento simile a quello ora
fatto, si riconosce che, per ¢—0, il secondo integrale della (4) con-
verge a 2\/wE0(U(Q, P), P,, r) mentre il primo integrale di (4)
converge a \/n[U(Q, Py —1/r], ciod a zero perchd U(Q, P,)=1/r

su @(P,, r). Resta cosl completamente provata la (4).

2. Poniamoci ora in un campo A semplicemente connesso; se
u(P) & continua con le derivate a2u/ox? e du/dy, allora si ha (%)

(6) lim03\/§[po(u, P, r) — w(P)]r*= nmoevé[p,(u, P, r) -
— u(P)}/r* = on(u(P))

(") Cfr. L. c. in (5).
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in ogni punto di A. Senza specificare delle ipofesi su #, indiche-
remo con AT Hwu, P) ed I *(u, P) i due limiti di (6) tutte le volte
che essi esistono.

Sia ¢ (¢) una funzione completamente additiva (a variazione li-
mitata) dell’insieme boreliano e, variabile in A, rispetto alla quale
la funzione U(Q, P) sia sommabile qualunque sia il punto P in
4; e sia

(7) w(P) = [ U(Q, P)ds(eq).
A
Poniamo
o 4Vr .
8) D, s(P) _tllleo(/dc(e)igvgt )
DP, t)

-
tutte le volte che questo limite esiste, ove V-’_rt3=m1s D(P, ).

V3

Cid posto, proviamo che:
In ogni punto P in cui esiste finita la derivata Dpo(P,), si ha

MM u, Pg) = O, *u, P)=—2V= Dyo(P,).
Intanto, se 9 *¥(u, P,) esiste finito, allora esiste finito anche
MM (u, Py) ed & o *(u, Py) = o, ¥(u, P,). Infatti da

poltt, Py, p) = u(Py) + [OR*(w, Poe® + 0(99)]1,3\,:73
si ha

r

6V3[usluy Py, 1) — wlBr = 6VI2 [ o, o, plodo — riulPr =

0
r

4
= oL 4w, Po) + =  ole"ldks
0

Per provare Vasserto basta ora appoggiarci a un ragionamento
di PRIvALOFF (8). Per la (4) e la (7) si ha

P“o('“/, Po» T):‘/Ap'o( U(Qa P)) Poa '}")dﬁ(eQ): /1/7’d0(8Q) +/ U(Q7 Po)dG(GQ) ==
4 DBy, 7) A—D(Po, 7)

=(0(Q, Pydsteq)+ [[1/r—U(, P)ldsteq)=uP) +[[1/r—U(Q, Poldsteo)

A D(Ps, 71 DBy, 7)

(8) Ctfr. L c. in (5).
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onde

3V 3ug(u, Py, 1) — u(P)]/r* =

2V (11w — D10, Polasieq)
5)(1’0; 7)
Poniamo ora
— [dc(eQ)
DP, 1
e teniamo presente che, per la (8), &

4\/‘

It =

t“(D a(Py) + o(t)).
Si ha

3)23 / Ar - 1/dl(H) =
0

In
= —2V=D,o(P,) — % f to(t)dt
]

(effettuando una integrazione per parti); di qui segue l’asserto.

BV 3[py(u. Py, ) — w(Py))/r: =

3. Come applicazione di quanto precede consideriamo un do-
minio D: y,(y) << ® < x,(y), ¢ <<y << b, con y,(y) < xs(y) pera <<y <b
e 1Y), xo{y) sufticientemente regolari cosl da assicurare l'esistenza
di una funzione continua in D, sia #(P), che in D — S & soluzione
di og(u)=0 e in S assume valori continui arbitrariamente asse-
gnati, intendendo con S la §D privata dei punti di y,(a) <<z < y(a),
Yy=a.

Sia f(P) una funzione sommabile su D con una sua potenza di
esponente > 3/2 (°); poniamo

0= [[ ri@ae
Si ha ’

hm <[dc(e mis D(P,, T)) = lim [p e f sen’ 8 cos ¢ dae /7'3)
r-—»O Vig(1/sen®6)
@(PO: )

=f(P)
per quasi-tutti i punti P di D.
Pertanto, in base ai risultati precedenti, si pud affermare che:

—7fe

(°) Si tenga presente che U(P, Q) in un dominio, cui sia interno il
punto @, & sommabile rispetto a P con una potenza di esponente <C3.
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Assegnata su S un’ arbitraria funzione continua ¢, esiste una
funzione u(P) continua in D tale che u=1¢ su S e M, ¥u, P)=
= OR,*(u, P)= — 2\ = f(P) in quasi-tutti s punti P di D —8 (in
tutts i punii di D — S) se {(P) & in D una funzione sommabile con
una sua potenza di esponente > 3/2 (& in D una funzione continua).



