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Corrispondenze puntuali fra due varietà a tre dimensioni che
conservauo Ie curve aventi uulla la seconda curvatura.

Nota di FHAKCESOO G-UGLIELMINO (a Catania)

Santo. - Si veda il n. 1,

i. Siano V3 e Y3' due varietà metrieke a tre dimensioni messe
in corrispondenza puntuale biunivoca. Riferite le due varietà. alle
stesse coordinate, supponiamo che esse siano caratterizzate rispet-
tivamente da

ds'2 — a.jdx.dXj

e
ds'1 — af,5dxxéx1.

Denotiamo, poi, con } 7 { e ) 7 ? i simboli di CHBISTOF^EL dï
' tb ) ' fb i

seconda specie per le due varietà e poniamo

h

È noto che la corrispondenza fra le due varietà conserva le
geodetiche (curve aventi nulla la prima curvatura) allora e
quando

p*=0 (*,i, h = l, % 3;

per qualunque coppia di punti corrispondenti.
Scopo délia presente Nota è dimostrare che le quindici con-

dizioni (1) sono anche necessarie e sufficienti perché la corrispon-
denza fra Y3 e V8' sia taie che si corrispondano le curve aventi
nulla (identicamente) la seconda curvatura f1).

2. Sia L una curva di Y3. Il versore tangenziale ad L in un
punto generico ha le componenti controvarianti

(4) Questa ricerea era stata proposta da P. JSTALLI: Equazioni indipen-
denti dalla scelta délie variabili e caratterizzasione di varietà metricher

« Boll. IL M. I. » Serie III, anno X, n. % pp. 135-146 (pag. 139).
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II derivato di tale versore lungo L ha, allora, Ie componenti

d'ixi l fok ) dx}) dxK

ds1 l t ) ds ds

inoltre, il derivato secondo lia le componenti

z = 1, 2j 3) ;

dove

S(h, i, k, ï) = - ^
a jfcfc \hp\\kl

ï f * H p

Se la seconda curvatura di L è nulla, risulta nullo il
déterminante

T1 T£ T°

e la terza riga di questo déterminante è combinazione lineare
delle prime due che, come si vede facilmente (2), non sono pro-
porzionali.

Quindi, se la seconda curvatura di L è nulla in ogni punto,
lungo L sono soddisfatte Ie equazioni seguenti :

l t t ft/ x , n fok)

dove <x(s) e ji(s) sono due convenienti' funzioni.
Yiceversa, se Ie funzioni xx{s), x^(s), x3(s). a(s) e S(s) soddisfano

Ie (2) e, inoltre, risulta

la curva di equazioni parametriche

( » = 1 , 2, 3)

è riferita alParco ed ha, qualora non sia una geodetica di VZJ la
seconda curvatura nulla.

(2) Essendo aijPP = l e atithJ = 0, se fosse o^=X/ a ( i= 1, 2, 3), sarebbe
X — 0 e, quindi, a* = 0.
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Allora, la ricerca delle curve di Vz aventi nulla la seconda cur-
vatura si riduce alla risoluzione del sistema formato dalle (2) e (3).
Se come variabüe indipendente si assume xx invece di s, dal
sistema précédente. rLcordando che, come è noto dall'analisi, si ha:

dzxr (dxA2 «d%- <te_i à*to\ « dx, /(PxA2 dx, dxx

\ 1 1 l ^ l t e l t ë ^ l x l J

[ds)

si deduce il seguente :

5r 5r-J i | \ ]
dx\ ~ \ dx\ [f r ) ( 1 S dx,\ dxx dxx

L ^^1 J ̂ xA da?! ̂ aci

dove
d'x,

P(8) ds*'
^ ^ 3

(al secondo membro bisogna pensare s come funzione di xt).
Eliminando y(&i) f ra Ie equazioni (4) si perviene, infine, all' e-

quazione differenziale seguente:

dzx% dlx% ddx3 d^xt dzx% fj hk ( \hk) dx^\ dxh dxk
( } "dfiëf "dof "" "Sf "dof "*" dfl̂ LI 3 * " I 1 i d ^ J 4»! 5 ^ "*"

1 1 dol ̂  f 2 ij dïCi daïi "*" l dx\) [\ 1 U x i ~ ( 3 Ij da?i

*x% d " x z \ [ 2 k ) r ó k ) \2k)d^ l 3 fc j d ^ ^
[f 2 1 ~ f 3 ) ~ I 1 i dx, "*" ( 1 i dxt\ dx,

Sk)dx,]dxh

ï ̂ 4 J s ;
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\\ hk M 3 l j \hk\\3l(\dxz\ dxh dxh dxt

[ ( 2 ) / l i f l ) ( 2 ^ | dxi ) dxi dxk dx±

[j Y'i S(*, 3, k, l) - \ ̂  \ S(h, 1, *, Z)] g H

2

Concludendo : lungo una curva di Vz avente nulla la seconda
curvatura è soddisfatta 1' equazione differenziale (5) e, inversa-
mente. se due funzioni

(6) x%=it\xx) e x%=g(xL)

soddisfano la (5), la curva di equazioni (6) ha, qualora non sia
una geodetica di V8, la seconda curvatura nulla.

3. Siamo ora in grado di dimostrare quanto è affermato alla
fine del n. 1. Osserviamo subito che condizione necessaxia e suf-
ficiente affinchè la corrispondenza fra V3 e Vz

r conservi Ie curve
aventi nulla la seconda curvatura è che V equazione differenziale
(5) coincida con 1' analoga per V"3'. Basterà, allora, proA7are che Ie (1)
sono condizioni necessarie e sufficienti perché 1' equazione (5)
coincida con 1' analoga per V3'.

Le (1) sono necessarie. Infatti, se la (5) coïncide con l'analoga equa-

zione per Vg', si ha (identicamente rispetto a,xn x%i xs, -=- ,̂ -~•) :

l** l \

e Ie (7) implicano Ie (1).
Le (1) sono sufficienti. Infatti, se sono vere Ie (1), non solo

hanno luogo le identità (7) ma tutti i coefficient del primo mem-
, -, ni / K v ' . J * T • • ^ 2 ^ 3 ^ 3 ^ ^ 2 ^ 3

bro della (5) considerato come pohnomio m -^-r • i~^ > ^"^» -Ï—I
risultano identicamente eguali agli analoghi coefficienti per la
varietà V%'. Ciö si prova con calcoli piuttosto lunghi che non
offrono, peröj alcuna difficoltà.


