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Corrispondenze puntuali fra due varieta a tre dimensioni che
conservano le curve aventi nulla la seconda curvatura.

Nota di FranceEsco GueLIELMINO (a Catania)

Sunto. - Si veda il n. 1.

i. Siano V, e V,’ due varieta metriche a tre dimensioni messe
in corrispondenza puntuale biunivoca. Riferite le due varietad alle
stesse coordinate, supponiamo che esse siano caratterizzate rispet-
tivamente da

ds®* = a,,dx,dzx;

ds* = a',;dx,dzx, .
. - i4i eyl . . © o .
Denotiamo, poi, con h,‘ ey, simboli di CHRISTOFFEL di

seconda specie per le due varietd e poniamo

ch —
l/L]

ij) ;ijl
Ry T Un
B noto che la corrispondenza fra le due varieta conserva le
geodetiche (curve aventi nulla la prima curvatura) allora e solo
quando ‘,
2%-——9%: (¢, j=1, 2, 3; j3F=14),

(1) o . o
pZ:O(@,],h:l, 2, 3; j=14; h1, j)

per qualunque coppia di punti corrispondenti.

Scopo della presente Nota & dimostrare che le quindici con-
dizioni (1) sono anche necessarie e sufficienti perché la corrispon-
deunza fra V, e V,” sia tale che si corrispondano le curve aventi
nulla (identicamente) la seconda curvatura (%).

2. Sia L una curva di V,. Il versore tangenziale ad L in un
punto generico ha le componenti controvarianti

__dw,

tl—-—d—s

(i=1, 2, 3).

(*) Questa ricerca era stata proposta da P. NALLI: Bguazioni indipen-
denti dalla scelta delle variabili e caratterizzazione di varieta metriche,
« Boll. U. M. I. » Serie III, anno X, n. 2, pp. 135-146 (pag. 139).
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Il derivato di tale versore lungo I, ha, allora, le componenti

dx; hk) dx, dx .
:ds‘l_'_% %ds’“df =12 3);

G‘l

inoltre, il derivato secondo ha le componenti

dx, dx, dx,

. dix, ; hk i d*x, dx,
' ds ds ds

:—a—s—3+ 71'8—2—%+S(h,i,k,l)

(=123,

dove

Sth, i, k, z;_a_;lghkg 3hp€¥ kls

Se la seconda curvatura di I & mnulla, risulta nullo il
determinante

pnog o
¢! ¢? of
Tl g2 13 l

e la terza riga di questo deferminante & combinazione lineare
delle prime due che, come si vede facilmente (?), non sono pro-
porzionali.

Quindi, se la seconda curvatura di I, & nulla in ogni punto,
lungo L sono soddisfatte le equazioni seguenti:

dix, dx, hk ) dax, dx. thlc d*x, dx,
. dst =) 2o+ 80 e + 89| % @ ds* ds
; da,, dacy &
S(h, 4, k, 1) d’:" —d”%" % (=1, 2, 3),

dove «(s) e 8(s) sono due convenienti: funzioni.
Viceversa, se le funzioni ,(s), x,(s), xs(s), «(s) e §(s) soddisfano
le (2) e, inoltre, risulta
de, dx;

) “r s ds = b
la curva di equazioni parametriche
X, :xz(s) (e = 1, 2 3)

@ riferita all’arco ed ha, qualora non sia una geodetica di V;, la
seconda curvatura nulla.

(?) Bssendo ayti? =1 e a,tis) =0, se fosse of =it (i = 1, 2, 3), sarebbe
A =0 e, quindi, # =0.
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Allora, la ricerca delle curve di V; aventi nulla la seconda cur-
vatura si riduce alla risoluzione del sistema formato dalle (2) e (3).
Se come variabile indipendente si assume x, invece di s, dal
sistema precedente. ricordando che, come & noto dall’analisi, si ha:

dx, (dac,)’Z 3 &z, dx, d’x,

3%, dx, (d*x, )2 dz, dx, d*x,
ds® ds dst T °ds \ds?

a ds* \ds ) ‘ds ds ds® -
-—“d:;;: Az \° ( =273);
1 -
( ds )
si deduce il seguente:
2 1 hk%%]d_% day |
T _§ 1 { dw,) d=, d=, SCARS
) Mk { daz, %hkg dw, dx, —2
4 3[ 1 ‘dx, ] xe dm, (r=2 5)
dx, dx;, dx, dx,
(0,1, 1 G5 — Sth, ] 2 G2 G2
dove
d’x‘
B8(s) “ds?
Y@ ‘)—dac =3 Tz dx,
ds (%)

(al secondo membro bisogna pensare s come funzione di x).
Eliminando y(x,) fra le equazioni (4) si perviene, infine, all’e-
quazione differenziale seguente:

dix, d’x, d“‘ac31 d*x, d“m,[:hk( %dm ]dx,, dx;

®) A dw:  da} daw; | dmd |l 3V 7T de,| dx, dox,

&, %hk§ da, 3 Hdmk o g (d%)%[}z k) dz, 32 k %] de,
dx3 dwi 2 dxi dx‘_ + dwf 1 d.’l;‘ - 3 dxi

3d2x,drx3§2ki ¥5k€ ;219%% $3k$da:3]dwk
A e[l 2V T U3V T 1 V8, T U1 V| dar,

A 3k€ %370 dx,) dax,
*”(m;)“z =11 Vaz | dm

%%s%hk% ; %—3 ‘hkﬁli Sih, 3, k, 1)+3[}h1k%%231§—;’?{ﬁﬂ% +

hk|y21 hk;§2l da, | da;, dz), doxy
RESIIEE o s 2| 2 G T
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63:3333\;”65;3;%_3 hgké 33l€+s(h, 2, k, 1) +

3%1170{%*” _3§hkg§ — S, 1, k, l)}d

dw,
P - P

§”€S(h 2,k 1) — ;”

5 { Sl 3, B, D) +

e N,

da,

i
B {S(h 3, k, l)-%’ {S(h 1, k, l)]dx,+
M

@ dx, | dx, dx; dx;, dx, dx,

S(h, A,k z]—;l-—' i et e (i Y|

¥
|; s S h 1 k Z d’x‘ Idm1 dxi dxi dml dxi

Concludendo: lungo una curva di V, avente nulla la seconda
curvatura & soddisfatta 1 equazione differenziale (5) e, inversa-
mente, se due funzioni

() x, =flx,) e x3=g(x)

soddisfano la (5), la curva di equazioni (6) ha, qualora non sia
una geodetica di V,, la seconda curvatura nulla.

3. Siamo ora in grado di dimostrare quanto & affermato alla
fine del n. 1. Osserviamo subito che condizione necessaria e suf-
ficiente affincheé la corrispondenza fra V; e V,” comservi le curve
aventi nulla la seconda curvatura & che I’equazione differenziale
(9) coincida con 1’ analoga per V. Bastera, allora, provare che le (1)
sono condizioni necessarie e sufficienti perché I’equazione (d)
coincida con 1’analoga per V. ’

Le (1) sono necessarie. Infatti, se la (5) coincide con I’analoga equa-

/

zione per V', si ha (identicamen‘te rispetto a =, x,, x,, Z—:;}, g%) :
1
hk hk)da,| da, dx, nk’ Wk da. da
> = ( % R . B
") Z»k[) % ; edﬂc‘ dac, doc, — —'kk“ r g % 1) dwi] dz, dx, (r=2,3)

e le (7) implicano le (1).
Le (1) sono sufficienti. Infatti, se sono vere le (1), non solo

hanno luogo le identith (7) ma tutti i coefficienti del primo mem-
bro della (5) considerato come polinomio in Pay Dy d, d—?x—s-

' do * dxd’ dxy’ do?
risultano identicamente eguali agli analoghi coefficienti per la
varieta V.. Cid si prova con calcoli piuttosto lunghi che wuon

offrono, perd, alcuna difficolta.



