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SuIIa limitatezza delle soluzioni di certe equazioni

differenziali del seconde ordine non linearL

Nota di GERASSIMOS Q-. LEGATOS (a Firenze) (*)

Santo. - Si generalis&ano due teoremi noti di H. A. An* .' ^cz e Z. Opiaï
sulle equazioni differensiali deUa forma: x-h(f(x)-t-- •» 4-h(x)—p(t)
considerando una classe di equaztoni piü generale.

Résumé. - On généralise deux théorèmes dus à H. A. Antosiervic& et
Z. Opial sur les équations dtfférenhelles de la forme: x-h(f(x)-f-g(x)x)x-+-
-+-h(x)=p(t) en considèrent de plus une classe dès équations différen-
tielles plus générale.

1. Si consideri l'equazione differenziale :

(l.i) x H- (f(x) -+• g(x)x)x -H h{x) = p(t)

con le funzioni f, g, h di x, x e (— oo, -*- oo) reali continue e
lipschitziane in ogni intervallo finito e la funzione p(t), te [tor

H- oo) ES I, reale, continua e taie che :

+00

fp(t)
Posto :

f\
t

a(x)= exp / g(u)du; b(x)==l a(u)f(u)du; H(x) s 1 a
0 0 0

supponiamo che valgano le condizioni:

i) a(x) ̂  A, A cost. positiva, per ogni x.

ii) b(x)h(x) > 0 per ogni x e

ni) H(x) > 0 per ogni x 4= 0 e lim H(x) = +

oppure le condizioni :

i), ii bis) xh{x) > 0 e xb(x) > 0 per. ogni x 4= 0 e

in) lim H(x) — + 00.

(*) Pervenuta alfc, Ssgreteria delPU.M.I. il 28 ottobrë 1961.
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Dalle coüdizioni ï), ii) e m), second o un teorema noto di ANTO-

SIEWICZ [1, Teor. 2, p. 66] (x), segue ehe ogni soluzione di (1.1),
insieme con la sua derivata prima, è limitata per i - ^ + w,

Dalle i), ii bis) e m bis), secondo tm teorema noto di O PI AL
|2, Teor. III, pp. 68-69], segue che vale la tesi del teorema di
ANTOSIEWICZ e, di piu, che per ogni soluzione x(t\ t e I di (1.1)
si ha : lim (x*(f) -f- x\t)) = 0.

Consideriamo ora l'equazione:

(1.3)^ x-H[x* * Ï ^ 2 xjx + x =p(t)

cioè-nna equazione del tipo di (1.1), ove si è posto:

Si ha in questo caso:

a(x) » ^ ^ ( 0 < a ( a ; ) < l ) ; b(x) ̂  x — Arctgx

X

udu
(ï -H u*y '

o

quindi la funzione H(x) resta finit a per | x | —» •-*- oo e per con-
seguenza i teoremi di cui sopra non si applicano all'equazione
(h'd), mentre Ie altre condizioni (i, i% nhis) sono soddisfatte.

In questa nota si generalizzano i ricordati teoremi di ANTO
SIBWICZ e OPIAL in modo che essi sussistano au che per altre classi
di equazioni differenziali che comprendono anche Fequazfone (1.3).

2* TEORBMA 1. » Si consideri Veqttazione differenziale (1.1), ove
Ie funzioni f, g, h di x, x e i— oo, -+- oo) sono reali continue e in
ogni iniervallo finito lipschitziçine, p(t) reale, continua in [t0, -hoo)~I
« soddisfa la relazione (1.2). Posto:

exp / giu)du

(l) I irointd in [ ] si riferiscono alla Bibliografia posta al termine
délia présente nota.
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si supponga che i) 0<a(a)<ÇA, A cost. positiva, per ogni x e
ii) esista una funzwne b s== b(x); x e (— oo, -+- oc), derivabile e tale
che : iij) b'(x) < a(x)f(x) (3), b(x)h(x) > 0 per ogni x e ii,) posto :

= J
si abbia: H*(x) > O per oyni x ^ O e lim H*(x) = -+- oo.

In queste ipotesi segue che ogni soluzione x(t), t e l di (1.1),
insieme ton la sua dérivai a prima, è limitata per t —* -*~ oo.

y — b
Dimostrazioue: Posto x~ —- si ha il sistema:

(2.1) x r> y = ah(afh)*apa a

Consideriamo ora la funzione:

(2.2) D(a, y) » (if H- 2H*(x)yl*

lungo una soluzione qua lunque | x(t), y(t) | , tel di (2.1); der ivan-
dola rispetto a t si h a :

(2.3) Uü=-abh — (af-b)iy-^^ •+- apy

-e, per le ipotesi premesse:

UÙ<apy<A • \p | • | y \ ;

di qui segue:

ü<A\p(t)l , tel

e per l'ipotesi (1.2) sulla funzione p(t), secondo un ragionamento
noto [1, p. 65], si ha la tesi del teorema-

Corae un'applicazione consideriamo l'equazione (1.3) e prendiamo:

b(x) ̂ ^(x — Avctgx);

^3) l^el Teoreroa 2. di ANTOSJEWICZ si prende corne b{x) la funzione

— j a{u)f{u)duy cioè V(x) = a(x)f(x) con 6(0) = 0.
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si ha allora:

#* x2

6<x> "" 2(11^) ^ ÏT1? s «

per ogni x e:

a*h + &(«ƒ - 6') a ( T - ^ -H j - ^ (» _ Arctg x),

quindi i2*(;c);>0 per a;=|=0 e lim R*(x) — -+- OO , donde vale

per la (1.3) la tesi del teorema già dimostrato.

3. Il teorema précédente si puö generalizzare in seguente modo :

TEOREMA 2. - Data Vequazione differenziale :

(3.1) x -h (f(x) -t- g(x)x H- <pff, as, x)x

valgano per Ie funzioni f, g, h, a, b, p, H* Ie definizioni e ipotesi
poste nel Teor. 1 e, inoltre, la funzione <p = <p(t, x, z), (t, x, z) e I x B *
sia continua « lipschitziana {in (x, z)) ecî abbia la forma:

y(t, x, z) SE P(f, a;, s) • (a(a;)3 -4- 6(a;))2! ,

dove P(t, x, 0) > 0 nel I x E2.
In queste ipotesi vale la tesi del Teorema 1.

'M — 6
- Posto x = ei ha il sistema:

(32)

Per la funzione U, già cónsiderata nel Teorema 1. si ha (4)r

(3.3) UÜ—abH-W - ^ f c ^ -

e per F ipotesi poste: ÜU<^apy; dunque la dimostrazione va
come quella del Teorema 1.

(*) Lungo una soluzione qualunque | #(£), y(t) \, t £ I del sisteraa (3.2).
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È da osservare che nel caso particolare : f = b ss g ss 0 (dunque
a ^ i), <?(t, x, z) = cp*(x, 0) = P*(x, s)s2, P*(a;, 0) > o si tratta del-
equazione :

con OJ(CC, x) = P*(a:, a;)a£;2 ̂  0 e il nostro teorema si riduce al Teo-
rema 1 di AKTOSIEWICZ [1, p. 64] (5) nel caso particolare w(o5, x) ^

4. Greneralizzeremo ora e nel n. 5 il teorema gîà ricordato
di OPIAL.

TEOREMA 3. - Si consideri Vequazione differenziale (1.1) e Ze
funzioni f, g, h, p ed a soddisfino Ie ipotesi del Teorema 1 e
xh(x) > 0 per ogm x 4= 0. Si supponga di più che esista una
funzione b s= b(x), x e (— 00, -+-00) derivabtle e roddisfacente Ie
condizioni •

b'(x)<a(x)f(x) (0), xb(x)>0 per ogni
lim H*(x) = -+- 00, dove la funztone H*(x) e definita come

\X\~+QO

al Teorema 1.
In queste ipotesi segue che ogni sotuzione x(t), tel di (1.1), insieme
con la sua derivata prima, è limitata per t - * + o o e, di più, si
ha lim (x2(t) -+- x2(t)) = 0.

DiMOS-TRAZioNE. - Consideriamo al posto di (1.1) il sistema (2.1);
perché per xh(x)>0, xb(x)>0 segue b(x)h(x)>0 (per ogni xz%=0),
risulta la tesi del Teorema 1, cioè se | x(t), y(t) !, y(t)^a(x(t))x(t)+
-+- b(x{t% t e I è una soluzione del sistema (2.1), allora Ie funzioni
^(0) y(f), #(Ü sono limitate per t —*• -»- 00.

Per la funzione U (relazione (2.2)) lungo una soluzione j x(t),
y(t) I t e I del sistema (2.1) si ha :

t

(4.1) Z7*(a;(0, I0ti= U*(x(t0), y(t0)) - 2 J (abh)ix(u))du -

t

- 2 ƒ a(x(u)). (af - b\x{u))xKu)du H- 2 ƒ a(x(u))p(u)y(u)du O-

(5) Una generalizzazione di questo teorema fufatta da P . SANTORO [3].
X

(6) 'Nel Teorema 3 d i O P I A L si p rende b(x) = ƒ a(M)/(tt)dw; v e d e anche

(3) P. 3.
(7) Y e d e la re lazione (2.3) p . 3 .



o.

S i oaservi ora che per la l imitaz ione de l le funz ioni a#)< y(t)y tel
e per Ie ipotes i fatte su l le f unzioni a, o, h, p s e g a e c h e :

1

e esiste finito il Hm TJ*{x(t), y{ty, dunque, per un ragionamento

noto [2, p. 68] si ha che iim x(0 = °.

Perrla definizione della funzione Ü segue ora che esiste anche
il Iim y{t) ugiiale al Hm U(x(t\ y(t)) (che è finito); ma

e —* +oo * —«* +oo

Hm a(x(t)) = 1 e Hm b(x(t)) = 6(0) = 0 (8).

Q^iindi anche il Hm x(0 eaiste finito e questo è possibile
i— +00

solo nel caso che è nguale a zero.
5. È évidente ora che vale anche l'analogo del Teorema 2f

cioè il

TEOREMA 4. - Data Vequazione differenztale (3.1) valgano Ie
ipotesi del Teorema 3 e per la fnnzione <»(t, x, z) Vipotesi del Teo-
rema 2. In queste ipotesi segue la test del Teorema 3.

Per la dimostrazione basta osservare che al secondo membro
della relazione (4.1) del Teorema 3 si avrà di piu Faddendo:

• o

dove:

G(u) = P(u, x(u), x{u)) • a(x(u)) • x*(u) - (a(x(u) • x(u) -H b(x(uW > 0.
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(8) Perché xb{x)^>0 per x^O e b continua.


