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Alcune stime integrali
dl soluzioni di certe equazioni ipoellittiche.

Nota di BRUNO F I N I (a Bologna) (*)

"Santo. - Gome nel n. 1.

1. Indichiamo con x — [xi,..., xr) ed s = (Sj, ...,sr) punti délVBr

euclideo reale, con y e a paat i dell'JS1- euclideo reale. Siano m
«ed n dae nuaieri naturali , m pari ed n dispari, m ed n primi tra
loro ed m >̂ n. Sia Pm{q-k){is) un polinomio otnogeneo di grado
m[q — k) in is1 , . . . , i s r a coefficient cosfcanti. Consideriamo Tequa-
zione

nell ' ipotesi che sia

fco
(i unità immaginaria)

r
per ogni s e a con | S | 2 - H < 7 2 > 0 ( | s | = ( S s/)1/») ; questa condi-

;zione è necessaria e sufficiente affinchè la (1) sia ipoellittica.
U equazione

m lp,B( î_4)(-iS)x»*=o

ha un numero costante^ sia ikf, di radici a parte reale negativa
(sempre Ie stesse al variare di s se f > 1). Supponiamo 0
>(per M=nq si présenta il caso cosiddetto parabolico).

Se hL, ... j hr, k sono interi non negativi poniamo hl

.... -+- hr = h e

<*) Peryenuta alla Segreteria delPU. M. I. il 9 marzo 1963.
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Se l è un intero non negativo poniamo

[fix)]i=

se l è positivo e non intero, indicando con [l] il più grande intero
minore di l, poniamo

= mai snp U' ƒ(*') - D ? f(x")

Altrove (x) abbiamo provato che :

Esiste al piü una sola funzione u{x, y) di classe C20 per y>0,
x e Bv, tale che

= 0(( | X

per |a;|2-H^/2w/m — + 0 0 , soluzione di (1) per 2 /> 0. Se, inoltre,
posto I>lu(x, 0) == ̂ (x), j = 0, 1,..., M — 1, riesce

-i-j)/ii < -Hoo per w(üf— 1 —j)/n intero

per «i(üf — 1 —j)/n non intero,

j = 0, 1,..., M" — 1, esiste allora una costante positiva C (indipen-
dente dalla fj) tale che

s u p \

( S [ f i ( a ) ] m ( M - i - ; ) / + S ' [ / ( * ) ] L ( M 7 / ]
7=0

p e r o ^ H t coppia d i i n t e r i n o n n e g a t i v i h e k p e r c u i n h -f- m k =

(4) B. PINT, Problema ridotto di Gaiichy pe.r certe equazioni pseudopa-
raboUche} I, I I (Rend. Aec. Scienze dell'Istituto di Bologna, tomo IX,
1962) e I I I (ibidem, tomo X, in corso di stampa).
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= m{M — 1) ;

| Dh
xDfu(x, y1) - Dh

xD
ly n(x, y")

»', y">o

M—1 i l f_ l

< C( .r [&(*)]„<*_!_,„« + £< [««n^fti^^y

#er o ^ i coppia di numeri positivi h e le, il primo intero e il se-
condo non intero per oui nh~hmk~m(M—1). La 2' s'intende
estesa a tutti quegli j per cui m(M— 1 —j)jn è intero e la 2" ai
restanti j.

2. Le righe che seguono forniscono una estensione délie Valu-
tazioni precedenti nello spazio Lp. Supponiamo 1 <ip <C-+•oo.

Se l è un intero non negativo poniamo

(4) |i Bl
x f(x) || i (Br)= 2 f | D ^ ) | Pdx ;

Rr

se I è un numéro positivo non intero poniamo

. +00

(5) l««I.H«m= i+iB .£

xJ

Se l è intero non negativo e f(x) e LP{R% \\ Dl
x f(x) || z,̂ (i2r) < oo

sarà f(x) e Wp(R
r) (spazio di SOBOLEV d'ordine intero l) ; se l è

positivo non intero e flxj e W[p{Rr), \\ B[xf(x) \| w
l~^ Rr) < oo, sarà

f(x) e Wp(Rr) (spazio di SOBOLEV d'ordine non intero l).
Ciö premesso, siano \ , ... 9 lu le radici di (3) a parte reale ne-

gat iva; per semplicità supponiamole tutte semplici.

Una soluzione formale del problema

(1) L(u) — O per y > 0
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(6)

è fornita da

(7)

DJu[x, 0) = /J(x), j = 0, 1,. . . , M - 1

te y) =

ove

î — ly)— ƒ e-*c«—ê ds, (x - ? , « ) = J

1

,M-i

Proviamo cke :

I. 8eUx)eW^U~1~i)ln(H') per O^j^M-1, allora la (7) è
solusione di (1) per j > O e riesce

(9) lim.

Poniamo

- fj(x) = 0, j = 0, 1, ...,M- 1.

È esseuziale la seguente maggiorazione relativa al nucleo Gy :

Per ogai coppia di interi non negativi hek con k < üf esiste
una costante positiva C/Jr tale che

(10) \DJiBy
kGj{x,
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Per y > 0 si ha

I fA) IuAx, y) |
Br

Ki\x-\\.y)
' ynr{p-l)lmp | i f ( | X — ? |, y) | (P—l)(*4-»»/«),i> WÇ '

avendo posto per comodità

S( | x - \ |, y) = (1 -t- | x - l l'ly*"/")!!*,

Ne segue

|| Dx
h Dy*uj(x, y)

( f \K(\x-Z\,y)\Pl(P-V d? \P-I
• I f ^z 1 p~ — j — — • — — I

r c i
<C[ C"w—p(k-\-nh}m)-\-pj j I fit) \P(j(£ IJ l J ' V | ^ d » — E |, :

Br Rr

<

da cui

(11) || Dx
hD^Uj(x, y) || £„<*>•>< Cy-v^+«^)+Pi || fj{x)

con C costante positiva dipendente solo da h e k. In particolare
si ha

(12) lim \\D9*uJ(x,y)\\I,,Rr)S=0 per k = 0, 1,..., j - 1.

Poichè C °̂ (i?r) è denso in LP(M), esiste una successione

„i(sc) i di funzioni e C °̂ tale che lim |] cpHj(x) — fs(x) \\ Lp(R
r) = 0.
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Si ha

- 5,

1 f
H- II T^y. / BJ Gs (x — l, y) <pfti(ï)dç — y n j (x)

Il terzo addendo a secondo membro -^ 0 per n —* oo ; a causa*
della (11), ove si pouga /̂  = 0, k=j e / j—yn j al posto di f;, si ha
che anche il primo addendo — 0 per n ~* oo ; per ogni fissato ^
il secondo addendo —̂  0 per y —* 0 H- (perché

ƒ ̂  ̂ {x ~
Pertanto

(13) lim || Djujix, y) - fj{x) || i (2T) = 0-
ïf—<- 0-h *

Sia ora j <k<LM— 1. Supponiamo dapprima m(M— 1 —j)
intero. Posto

si ha

(14) I ) /

e quindi

(2*y
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CS ' f\D„kGJk{x-t,

intendendo con S una somma di un numero finito di addendi
-del tipo di quello scritto ; poichè

1 Byh G~jkix — *i y)

n ha

f
J y"

onde

|| Dv
kUj{x, y) || *Lp{Rr) <

<e quindi

(\x>) l im || Dy
huj{xf y) || Lp(R

r) == 0,

D ' a l t r a p a r t e se <p(x) G CT si h a

l im / By
M—x Gj (x — Ç, 2/)cp(?)d; = 0

-onde, approssimando Bx
m^M~ml~i^nfi(x) con fanzioni di classe CQ

œ

nella metrica Lp(B
r), si otfciene, con un ragionamento analogo a

quello fatto sopra,

(15') l im || D^-^Ujlx, y) \\L (B^> = 0.

Supponiamo ora j <Zk<Z,M— 1 e m(M — 1 —j)/n non intero.
.Poniamo m{M — 1 — j)/2 =: ni -+- X, 0 < A < n e

J / 0»*(* - g, y) - firK-e.» ^ - D»kv,ls, y) ds
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onde

416) 0 / Gs = ( -

2X/n è non intero ; se 0 < 2 X / » < l è 21 = [m(M — 1 — j)jn\ e in
questo caso si puö scrivere

(2
LU

es sJ

' - 5 ,

; - ?» 2/)

poichè
+00

D' altra parte

onde

| Jg — g

Dv*uj(x,y)\r<CyPW-i-K) S S

Jiiffi!
_ ^ |i+p(m(ar— i-j)/n—2Î)

-i)/« j H^^SJX, - $«)% y) j'

(J(l
IF
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dl

" '| H( | X — l | , y) j **—
Perc iö

ƒ

_ \h \i\p{m{M—i-j)\n-2l)

Rr-l

Di qui seguono nuovamente le (15) e ( )
Infine se è 1 < 2X/n < 2 riesce 21 •+• 1 = [m(M — 1 — ̂ /n] ; ana-

logamente al caso or ora esaminato si ha

procedendo corne sopra si arriva al medesimo risultato.

I I . Se per y > 0 è i (^ ) = 0 ; per ogni y > 0 è D / te (ic, «/) e

6 W f M - 1 - / ) / n (^") e || DJu(x, y) \\ Lp{Rr} ^ 0 i>er y — 0 H-, 0 ^ i <

< M— 1 ; se || u(x, y) || ip(B
r) = O(yM~1) per y -+• H- oo ; allora

u (x, y) = 0.

Sia Z7(oc — | , t / — ?]) soluzione fondamentale relativa all' opera-
tore L ; fissato un numero p > 0, poniamoci nel semipiano y > pm'M.
Poniamo S(x — 5, y — vj) = ( | x — l \l H- | y — vj |a»|w)i|2. e indichiamo

con e(a; — I, 2/ — ̂ l) una funzione taie che e(x — \, y — y\) e C^°, e ^ l .
per S (x — 5, y — TJ) ̂  p/2, e = 0 per S(SB — Ç, «/ — vj) ̂  p, 0 < e < 1
per p/2 <S(sc — ?, 2/ — 7i)<^?' Indicando con -L*Faggiunto di L si ha

— ÏJ) e (a? — ?, f/ —u (x, y) = j u$9 »ï)Zf*( U{x
| î ( ê )



x, y) | < ( ƒ | D£Z)*Mi-,
S(x—1,2/—*n)^p
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da cui, sostituendo u con D^D^u,

( f,TMTTi y w t ^ \(P~DtP
\ /

onde

sup ( / i D ^ S ^ ï ^ l ) ^ ^

ove C(p) è una costante dipendente da p che non intéressa espli-
citare. Si ha anche

x, y) | < C(?) sup || «(x, v]) \\L{Br)

per 2/—^H-OO Poichè l'equazione (1) è ipoellitica riesce u(x, y) G C00

per y > p«*lw ; è | u(x, y) | = 0 (( | x |2 -+- ̂ 2«|»w)m(M-i)|2«) p e r | x |s _,_
+ 2̂w|m ̂ . + oo. Per il teorema di unicità e per Tipotesi che
Dj

yu(x, y) e W^{M^-mn(Br) pe r y>0, la ^(x, y) si puö, p e r j ^ > e > 0 ,
rappresentarè mediante la formola

(x, y) = -^yr j Gj(x — Ç, y—

R

L' ulteriore ipotesi che || D3
yu{x, y) \\£ ^ r ) —- 0 per /̂ —- 0

assicura che u(x, y) = 0.
ProYiamo ora che:

III. - Nelle ipotesi di I. se nh H- *nfe = ÎW(M — 1) con h intero
non negativo e k non negativo intero oppure no, se 1 <p < -h oo,
p(k — [Je])>1 per ^w *̂ * k non interi per cui nh-t-mk = m(M—1),
allora esiste una costante positiva C taie che, essendo u(x, y) la
funzione (7), riesce

. _ • / M — 1
h k ( y Mi-mnfÂx)ll +_(

y=o
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se h e k sono interi,

\ D-D^uix, v -+- t) — D~D[^U(XI tt) \P \ l lp

dx

Br

-H l / II 2)^(^

se k è now- intero, essendo le somme 2' e S" estese a quei valori
di j per cui m(M— 1 —j)/n è rispettivamente intero oppure no (t > 0).

Se nh -+- mk = m(M—1), k intero ed m{M—1—j)/n intero,
allora si ha

yAx, y) \\Lp{Br) <

se nh-t-mk = m(M— 1), &-intero ed m{M — 1 —jj/n non intero, si ha

II Dh
xD

k
yUj(x, y)\\Lp{Br}<

< G II B^M"^WU(X) \\w™<M-i-j)\n-[m(M-i-j)\n]{Rr) ;

se nh -f- wfc =: (M — 1), & non intero, si maggiora nel modo indi-
cato, rispettivamente per m(M—1—j);n intero ed m(M—1 —~j)ln
non intero, la quantité

ufa y) |?
tP(k-[k])

Proviamo Y affermazione nel caso più complicato che k ed
m(M—i—j)jn non siano interi. Ci limitiamo a supporre k<Z,j;
nel caso di k >j si possono f are ragionamenti analoghi utilizzando
xelazioni del tipo (14) e (16).

Posto per comodità m(M—1—j)fn = at. si ha

[x, y)\ =

$r ƒ^~
B
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e poichè h — [a] > 1 (essendo m(M— 1 —j)/n non intero neces-

sariamente è k<j), se D%~~w = — J)̂ 1—1"" ĵ corne si puö sempre
supporre, '

da cui

J \XX —
( / / r \ \

' \ f 1=2 I)

( t /

lr—i+m\n)\p

, y) \P<C

' ƒ (
'•ƒ<

(

(h p—1
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e quindi

ƒ • « x, y+t)- DlB^u^x, y) \P

+00 +00

c
ƒ*ƒ•

—oo —oo

J | 2Ci—5j [H-Pte-O*])
« • - * •

f
... dxr

{y -»- s)«('-i)|m H[\I S (», - Ç,)*, y -t- s
^y—i+m|n

[y H- ŝ Cr-DIm j jy( |/ j (^ __ ç ^ ^ + s j

o" Br - ! ~2

t +00 +00

r ds y-1 , r r
/ \ij } ! ! !

O —00 —00

(y -*- s)p(

Ii'ultimo integrale si maggiora ponendô 0 al posto di y (poichè

è p(ft — [fc])>l); quindi

- « /

0

Pertanto

px fa vWdx <


