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R E L A Z I O N E S C I E N T I F I C A 

MAGNETOFLUIDODINAMICA 

CATALDO AGOST1NELLI 

Introduzione. 

È ben noto oramai corne la Magnetofluidodinamica si occupa 
delT influenza dei fenoraeni elettromagnetici eul movimento di 
masse fluide elettricaraente conduttrici e délie interazioni che ne 
nascono e che modificano lo stato di moto del fluido e la distri-
buzione del campo. 

Questi feuomeni erauo già noti da tempo e il loro studio si 
puô dire intéressé soprattutto i cultori di Geofisica e di Astrofisica. 
Già intorno al 1927 SYDNEY CHAFMANN, coadiuvato da un giovane 
laureato, quello che oggi è il professor V. PERBARO dell'Università 
di Londra, aveva iniziato lo studio teorico délie proprietà dina-
miche di una corrente di elettroni e di ioni (o se si vuole di un 
plasma), in un campo magnetico, ponendo le basi per lo sviluppo 
di una teoria tendente a spiegare i fenomeni délie aurore boreali 
e délie tempeste geomagnetiche, le quali pare siano dovute aile 
collisioni con la Terra délie correnti di plasma emesse dal Sole. 

I / interesse dei fenomeni di magnetofluidodinamica (m.f.d.) in . 
Astrofisica dériva dal fatto che le stelle si possono considerare 
costituite di masse fluide ad alta temperatura e di elevata condut-
tività elettrica. dotate di un campo magnetico proprio, o immerse 
in campi magnetici più generali, quelli degli ammassi o délie 
galassie cui appartengono. Cosi pure la materia interstellare si ri-
tieue conduttrice delP elettricità e soggetta ail'influenza dei campi 
magnetici. 
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L'es i s tenza di stelle, corne il Sole, dotate di un campo ma
gnetico, è ben nota. Campi magnetici molto intensi , dell' ordine 
di 5000 gauss, sono stati riscontrati, corne si sa, nel le macchie so-
lari, messi in evidenza da H A L E e rivelati dal fenomeno delF ef-
fetto Z E E M A N N . LO stesso fenomeno inoltre ha mostrato 1' esistenza 
di un campo magnetico générale del Sole, analogo a quello ter
restre, con l* asse poco inclinato rispetto a quello di rotazione 
solare, e dell' ordine di 50 g a uss . 

Campi magnetici variabili, di forte intensità, sono stati poi 
trovati da B A B K O C H in alcune stelle. Diversi argomenti v i sono 
inf ine che conducono a ritenere 1* esistenza di un campo magne
tico générale galattico. Il più importante è quello délia polarisea~ 
zione, scoperto da I L T N E R e da H A L E . Invero le osservazioni mo-
strano che la luce di moite stelle è piano-polarizzata, cioè 1* inten-
sità luminosa di una stella, esaminata attraverso un prisma di 
NTOOLI, présenta un massimo in una data posizione del prisma e 
un minimo nel la posizione perpendicolare alla précédente. Questo 
si pu6 spiegare soltanto ammettendo che la luce di quelle stelle 
attraversi gli strati interstellarî costituiti da particelle o graui 
al lungati , tatti orientati in una determinata direzione, e questa 
orientazione non pu6 essere prodotta che da un campo magnetico. 

La ripresa degli studi teorici dei fenomeni elettromagnetici 
nei fluidi conduttori, per molto tempo abbandonati, o poco consi
dérât!, rimonta al 1850, ed ô dovuta principalmente al professor 
H. AL,FVÈJÎ di Stoccolma, che aveva sopratutto di mira la loro ap-
plicazione alla elettrodinamica cosmica. Bgl i si è interessato par-
ticolarmente dello studio délia propagazione ondosa, o megl io délia 
formazione in un liquido conduttore di onde dette magnetoidrodi-
namiche, ora dette onde di AUFVÈN", onde che effettivamente sono 
state realizzate sperimentalmente da L U N D Q U I S T in un cil indro di 
mercurio in presenza di un campo magnetico, in cui médian te 
agitazione si era provocata la generazione di un vortice. Sul la 
formazione di queste onde lo stesso A L F V È N ha poi fondato una 
sua teoria sulle macchie solari. 

Lo studio délia propagazione di onde magnetoidrodinamiche, 
che iniz ialmente era ristretto al caso più semplice dei fluidi in-
compressibili , è andato assumendo uno sviluppo sempre più am-
pio. perfezionandosi con la considerazione dei casi più complessi 
di fluidi gassosi comprimibili, dando luogo a numerosiss ime ri-
cerche che hanno trovato applicazione non solo per la spiegazione 
dei fenomeni a cui ho accennato, ma anche per Y analisi di feno
meni più complicati che si verificano nella ionosfera, nel la cro-
mosfera solare, nel le nebulose spirali, ecc . , o che interessano i 
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rarni più moderni délia fLsica, corne la Fisica délie alte tempéra
ture e la Fisica nucleare. 

Ora è proprio per la realizzazione dei reattori termonucleari 
che sono nati i più grossi e più difficili problemi délia m.f.d., o, 
corne si dice anche in questo caso, délia Dlnamica del plasma, 
denominazione che corne si sa fu introdotta nella scienza da Lang-
muir per indicare un gas parzialmente o totalmente ionizzato. 
Questi problemi derivano dal fatto che il confinamento del plasma 
ad elevatissima temperatura, di diversi milioni di gradi, entro 
tubi cilindrici, o torici, è otteuuto mediante T applicazione di in
tensi campi magnetici che coutrabilanciano la pressione del gas. 

Ed ecco cosï la nécessita di conoscere il comportamento dina-
mico di queste colonne od anelli di plasma, in presenza di campi 
magnetici, e come questi devono essere applicati per realizzare 
un confinamento stabile. 

Dirô ancora come un 'a l t ra importante applicazione délia ra.f.d. 
si va delineando nei problemi di volo ad alta velocità in cui me
diante campi magnetici si cerca di influenzare le correnti iper-
soniche onde li mi tare l'incrément© di temperatura sulla superficie 
degli aerei. 

Lo studio dei moti magnetofluidodinaraici puô essere effettuato 
secondo due punti di vista differenti. Un primo punto di vista 
è quello di servirsi come si suol dire délie equazioni del contintio, 
secondo il quale il fluido, sia esso un liquido, uu gas, o una mi-
scela di ioni ed elettroni, cioè un plasma, si considéra distribuito 
con continuità nelP intero dominio in cui esso si muove. È questo 
il modo con cui sono stati trattati i primi problemi detti di ma-
guetoidrodinamica, iniziaimente mediaute equazioui semplificate 
e poi con criteri più dettagli iti e completi, tenendo couto délia 
compressibilità del fluido e délie variazioni di temperatura. Que
sto punto di vista si applica con vantaggio in tutti i casi in cui 
il cammino libero medio délie particelle che costituiscono il fluido 
è relativamente molto piccolo in confronto délie altre lunghezze 
che occorre considerare per lo studio del suo movimento. 

In questi casi detto punto di vista offre, con le sue oquazioni, 
una ottima base di indagine, e per le preziose informazioni che 
ha perraesso di ottenere in molti problemi esso ha couseguito 
un'importanza ampiamente riconosciuta per cui continuera ad es
sere utilizzato con notevole profifcto in questo ordine di r icerche. 

Ma vi sono dei casi, come nella dinamica del plasma, in cui 
non è più sufficiente considerare i diversi elementi distribuiti con 
continuità, poichè lo spazio in cui essi si muovono è generalmente 
vacante, c- la ricorrenza di particelle costituisce un evento per 
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oui ciascuna di esse andrebbe considerata separatamente. Si ri-
corre allora ai metodi statistici, introducendo una funzione di 
distribusione per la velocità délie particelle e facendo ricorso 
all 'equazione di BOLTZMANN. 

Ho già detto come la teoria délia propagazione di onde ma-
gnetoidrodinamiche ha permesso di giustificare la formazione délie 
macchie dol Sole, di dar ragione inoltre di fenomeni più corn-
plessi che si verificano nella fotosfera solare, di spiegare la 
formazione délie braccia nelle nobulose spirali, ecc. 

Una questione connessa con la propagazione ondosa è quella 
dei fronti d* onda, cioè dello studio di quelle superficie che si 
propagano in coiiseguenza di una perturbazione, in corrispondenza 
délie quali sone discontinue le derivate prime degli elementi del 
moto, e che sono le superficie caratteristiche délie equazioni dif-
ferenziali che governano il movimento e la distribuzione del campo. 

Ma in un fluido coniprimibile, elettricamente conduttore, in 
seguito a una perturbazioue di carattere esplosivo, si puô avère un 
fronte d' urto attraverso il quale sono discontinui le velocità, la 
pressione, la densità, la temperatura e il campo magnetico. Feno
meni del génère si présume che avvengano nella cromosfera so
lare e nei gas iuterstellari e portano il nome di onde d'urto. 

Particolarmente importanti in m. f. d. sono anche gli studi sui 
moti vorticosi, che possono trovare applicazione per spiegare il 
meccanismo di formazione délie stelle in seno aile masse nebulari, 
e port are inoltre un con tribu to alla cosidetta dinamoteoria, che 
attribuisce la permanenza del magnetismo terrestre a moti vorti
cosi nella massa fluida interna. 

A questo proposito devo ricordare che un suggestivo tentativo 
per spiegare la permanenza del magnetismo terrestre è dovuto a 
B U L L A B D che V attribuisce a spécial i moti convettivi interni, 
escludendo T influenza del moto di precessione e di nutazione 
délia Terra. Altri studi sulP argomento, come quelli di ELSASSER, 

conducono piuttosto a considerare le variazioni secolari del ma
gnetismo terrestre. Ma una dimostrazione soddisfacente non puô 
essere data che cercando una soluzione délie equazioni magneto-
idrodinamiche basata sulla teoria dei moti vorticosi e che rispecchi 
le carrateristiche del fenomeno. 

Ugualmente importante in m. f. d. è la considerazione dei moti 
turboleuti, che, come ha mostrato BATCHELOR, possono dar luogo 
alla formazione spontanea di campi magnetici, e molti studiosi 
ri tengono che il campo magnetico terrestre, e quello générale délie 
stelle, siano dovuti a moti turbolenti délie masse fluide interne. 

Sulla teoria invariante délia turbolenza isotropa in magnéto-
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idrodinamica vi sono aie uni lavori di CHANDRASEKHAR, ma molto 
vi è ancora da lavorare in questo campo che présenta svariate 
questioni aperte alla indagine. 

Per la coraplessità délie equazioni che rogolano i moti ma-
gnetofluidodinamici e la grande difficoltà di trovare soluzioni 
corrispondenti a dati valori iniziali e ad assegnate condizioni ai 
limiti, spesso puô essere opportuno riferirsi a soluzioni corrispon
denti a moti stazionari che trovauo la loro applieazione in sva-
riatissimi casi e fra i moti stazionari sono partioolarmente im
portant!, per 1' applicazione all? Astrofisica, quelli di niasse gassose 
altamente conduttrici dell' elettricità, rotanti attorno a un asse. 

Dai moti stazionari. o più in particolare ancora dalle con-
figurazioni di equilibrio magnetostatico, si puô passare allô studio 
délie piccole oscillazioni e affrontare quindi il problema délia 
stabilità di quelle configurazioni o di quei movimenti. 

Il problema délia stabilità in m, f. d. è veramente una grande 
questione, di capitale importanza specialmente nella dinamica del 
plasma, dove nei processi di confinamento si riscontrano due tipi 
di instabilité, quella cosidetta a •'gomito" e quella a "salciccia '\ 
Ma esso ha anche notevole importanza ne ir Astrofisica e nel la 
Cosmogonia dove intéressa conoscere i limiti di instabilità délie 
masse fluide stellari, soggette alla propria gravitazione e a diverse 
cause perturbatrice o délie masse nebulari, che, dalla forma el-
lissoidale schiacciata, evolvendosi dànno luogo aile nebulose spi-
rali. In questi casi si dimostra che i campi magnetici agiscono 
in favore délia stabilità. 

Ma T importanza dei problemi di stabilità in m. f. d. dériva 
anche dalla grande difficoltà che presentano e dalla mancanza di 
metodi generali per la loro risoluzione. Sono stati dati recente-
mente dei criteri, basati su considerazioni energetiche, per rico-
noscere la stabilità o meno di una data cenfigurazione di equili
brio. Questi criteri sono stati ultimamente estesi al caso dei moti 
stazionari, in particolare a quello dei moti rotatori ass ia l i ; ma lo 
studio délia stabilità générale in m. f. d. è ancora una questione 
aperta, che offre ai giovani un vasto campo di ricerca. 

§ 1. Le equazioni fondamentali délia magnetofluidodinamica. 
1. Le equazioni mnxwelliane ed enleriane. 

Le equazioni che governano i fenomeni di interazione fra il 
campo elettromagnetico e il movimento di un fluido elettricamente 
conduttore sono basate sulP ipotesi délia validità délie equazioni 
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di MAXWELL, che, scritte nel sistema M K S, di GTORGI, risultano 

(1.1) rotH=I+d-~ 

(1.2) rot£=-~f 
(1.3) div B = 0 

(1.4) div D = 9e 

(1.5) B=?H 

(1.6) D = tE 

dove / / , E, B) D9 ed / sono i vettori che rappresentano rispetti-
vamente l'intensità del campo magnetico e del campo elettrico, 
F induzione magnetica, 1' induzione elettrica, o vettore spostameu-
to. e la densità di corrente, mentre pe è la densità délie cariche 
elettriche, e infine e è il potere dielettrico del fluido e f/. la per-
meabilità magnetica, che ordinariamente si ritengono costanti. 

La densità di corrente /, espressa dalla legge di Ohm, è data 
a sua volta dalP equazione 

(1.7) / = a (£ + o A f f ) + Pr» 
essendo <r la conduttività elettrica del fluido e v la velocità délie 
particelle fluide. 

Aile equazioni di MaxwELL vanno associate le equazioni eu-
leriane dei moto, in cui si tenga conto délie forze elettromagne-
tiche, e cioè delF azione eleltrcsialica e délia forza defiettente 
di LOHENTZ. Se F è inoltre la forza di natura non elettromagne-
tica, riferita air unità di massa, agente sul fluido, tenendo ancora 
conto délia viscosità, avremo 

(1.8) p ^ = p e £ + / A f l + p F - g r a d i 3 + (>' + tA')graddivi; + ^A îi; 

dove p è la densità del fluido, p è la pressione idrodinamica, e 
A', ut/ sono i coefficienti di viscosità, analoghi aile costanti di LAMÉ 
délia teoria délia elasticità. Nel caso di un fluido perfetto i ter-
mini dipendenti dalla viscosità ovviamente svaniscono. Nel caso 
di un gas, se si ammette che ogni elemento gassoso si dilati 
ugualmente in tutte le direzioni si ha 

Ail' equazione del moto (1.8) va aggiunta F equazione di con* 
tinuità 

(1-9) ^ + div(Pi;) = 0 
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che esprime il principio délia const-rvazione délia massa del fluido 
durante il movimento, ed inoltre F equazione di stato, che per un 
fluido barotropico è délia forma. 

(î . io) n?,p) = o-
Nel caso più générale F equazione di stato stabilisée un lega-

me tra la densità p, la pressione p e la temperatura assoluta T 
di un fluido, ed è quindi délia forma 

F\o,p9T) = 0. 
Ma se mediante ipotesi particolari si viene ad eliminare la 

temperatura T, ci si riduce ad un'equazione del tipo (1.30). Il caso 
più importante è quello dei gas perfetti in cui F equazione di 
stato risulta 

p = RpT 
dove i? è la costante del gas. In questo caso si introduce una 
nuova variabile incognita, la temperatura T, e per questo occorre 
un' altra equazione oltre quelle considerate. Questa ulteriore equa
zione è V equazione delV energia. Si è condotti in tal caso alla 
Magnetogasdinamica (§ 2, n° 3). Un altro caso importante è quello 
di un gas perfetto in condizioni adiabatiche che si evolve cioè 
senza perdita e senza assorbimento di calore; la relazione tra la 
densità e la pressione in questo caso è délia forma 

p=Cp* 
dove C e Y sono délie costanti, la seconda délie quali è il rapporto t 

tra il calore specifico del gas a pressione costante e quello a vo
lume costante ( ^ - 1,408). 

Se il fluido infine è un liquido a temperatura costante, la 
densità p è costante. 

2. Equazioni ridotte. 
Osserviamo che prendendo il rotore di ambo i membri délia 

(1.1) ed eliminando quindi il campo elettrico £ e la densità di 
corrente /, servendosi délie equazioni (1.2), (1.5) e (1.8) si ricava 

(1.11) 3-^+vot(H^) = ^\H-^~+rot(Ptv)]j. 

In assenza di movimento, cioè per v = 0, la (1.11) si riduce 
alF equazione délia telegrafia con filo 

^ ' dt <7UL * <r ai2 

e se non vi sono oscillazioni di alla frequenza sarà in générale 
E 

(7 

dlH 
dt' « 

dH 
dt 
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cioè sarà trascurabile nella (1.12) il termine nella —75- , nel quai 

caso essa si ridurrà ad un' equazione del tipo délia conduzione 
del calore, e sotto questa forma è per esempio usata per analizzare 
lo skineffect nei conduttori che trasportano corrente alternata. 

Ora nei problemi magnetofluidodinamici di effettivo interesse, 
anche se vi sono sorgenti di oscillazione di alta frequenza, queste 
involgeranno gênerai mente un piccolo ammontare di energia e 
pertanto potranno essere ignorate, cioè nella (l . l l) puô essere tra-

scurato il termine contenente la —TJ- . Questo équivale a trascu-

rare nella (1.1), secondo F approssimazione proposta da ALFVÈN, 

la corrente ai spostamento in confronto délia corrente di condu
zione / , . e a scrivere quindi 
(1.13) r o t / / = / . 

Osserviamo ancora come la corrente di convezione è molto pic-
cola in confronto délia corrente di conduzione, per cui, trascuran-
dola, la (1.7) si riduce alla 

(1.14) I=*(E+v/\B) 

Per la stessa ragione nella (l . l l) pub essere trascurato il ter
mine rot (pev), e F equazione da considerare risulta 

m dt + rot(HAv) = y\^H eon r)= — (1.15) 

e 

(1.15') d i v / / = 0 . 
1 risultati precedenti equivalgono dunque a trascurare la 

corrente di spostamento e la corrente di convezione in confronto 
délia corrente di conduzione. In tal modo le equazioni di MAXWELL 

e di ETJLERO che reggono i fenomeni magnetofluidodinamici si 
riducono aile seguenti: 

(A) { 

r o t / / = / 

rot E = — 

div B = 0 

B = vH 
I=«(E+V!\B) 

dv 

g + div (Po) = 0 

/ï P-P) = 0 

dB 
dt 

I/\B+çF— gradp + (V + Vlgrad div o + |*'A,0 
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Prendendo il rotore dalla prima délie equazioni (A), e tenendo 
conto délia quinta e délia seconda, si deduce, per il campo ma
gnetico, F equazione (1.15), alla quale va associata la condizione 
di solenoidalità div H = 0, che segue dalla seconda délie (A) per 
t/. == costante. 

Una ulteriore semplificazione délie equazioni délia m. f. d. si 
ottiene nel caso dei fluidi incompressibili in cui la densità p è 
costante. In questo caso F equazione (1.9) di continuità diventa 
più. semplicemente 

(1.16) div v = 0 

La magnetofluidodinamica prende allora più particolarmente 
il nome di magnetoidrodinamica e le equazioni relative risultano 

TOtH=I 
dB 
H 

(B) 

rot E = — 

div fi = 0 

I=°(E+v/\B) 

P 3 T - M B + F* 
div v = 0 

p = cost, 

gradp + ûvA,i; 

dove nelF equazione del moto è v = — , il cosidetto coefficiente di 

viscosità cinematica. 
Poichè risulta 

dH 

/ A * - rot H/\?H= V-fâpH-l grad / / * ) 

dove -T« e Fomografia vettoriale che esprime la derivata del vet-

tore H rispetto al puntc, F equazione del moto si puô ora scrivere 

(1.17) dv 
pTt = 

dH 
dP 

H- grad (p + l (.//') + pF+pvA,», 

dove g [if/* è la pressione magnetica. 

Nel caso dei fluidi di alta conduttivita elettrica come quelli 
che si considerano nell'Astrofisica e nella Fisica del plasma, ri-
tenendo la conduttivita elettrica infinita, e il fluido perfetto, le 
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equazioni del quadro (A) si semplificano ancora e si ha 

./ TOtH=I 

(C) 

rot E = — 
ôB 
dt 

div B = 0 

B = vH 

E+v/\B = Q 
dv . n _ . p d* = *AB+pF—gradp 

^ + d i v ( p ï ; ) = 0 

NP,P)=O 

In questo caso, essendo >i = 0, F equazione (1.15) del campo 
magnetico diventa 

dH 
(1.18) - ^ + rot (HA V) = 0. 

3. Analogla tra il campo magnetico e )n vorticHn. 
Teorema di Alfvèn. 

Riferendoci al caso di un fluido incompressibile in cui le 
forze di massa F derivano da un potenziale U, se per un mo-
mento supponiamo che il fuido consîderato non oia conduttore, 
F equazione (1.17) del moto diventa 

dv 
(1.19) di + rot v/\V = — grad ( | + - i>«— lj\ + vA,i;. 

Prendendo il rotore di ambo i membri, e indicando con w = - rot v 

il vortice, si ha 

(1.20) 
dit) 

li + rot (w /\ v) = v As « , con div to = 0 

Queste equazioni sono formai mente identiche aile equazioni 
(1.15) e (1.15'), dove in luogo délia viscosità v vi è la costante r„ 
che ha il carattere di diffusività magnetica. 

Dunque la vorticità w di un fluido non conduttore e il campo 
magnetico H relativo al moto di un fluido conduttore sono due 
vettori solenoidali formalmente analoghi. Ne segue che molti dei 
risuitati délia teoria dei vortici dell' idrodinamica classica possono 
essere, nella magnetoidrodinamica, interpretati in termini del campo 
magnetico. Per esempio, il teorema di HELJUHOLTZ, il quale af
ferma che in un fluido perfetto le linee vorticose si muovono col 
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fluido, mostra che in un fluido per cui YJ —0, cioè di conduttivita 
elettrica infinita, le linee di forza magnetica sono trasportate dal 
mezzo. Questo significa anche che il moto relativo del fluido ri-
spetto aile lineo di forza del campo è nullo, e, seguendo ALPVÊN 

si puô dire che le linee di forza sono congelate (frozen) nel fluido. 
Una conseguenza immediata del fatto che in un fluido per-

fetto di alta conduttivita elettrica le linee di forza magnetica, 
cosl come le linee vorticose, si muovono col fluido, è data dal 
teorema di ALFVÈN, il quale afferma che nelFipotesi in cui il 
coefficiente di diffusività magnetica sia nullo, il flusso del campo 
attraverso una qualsiasi superficie fluida si mantiene costante. 

4. Il si stem a di stress dérivante dalle fwrze elettromagnetiche. 

Eitornando a porci dal punto di vista générale in cui si tenga 
conto anche délia corrente di convezione, e délia corrente di spo
stamento, osserviamo che la forza elettromagnetica per unità di 
volume, p€E + If\B, puè essere cosï scritta 

(1.21) ?tE + II\B = es* ^ ^ } + •* ^ H- \ grad w) + 

+ s (div £ • £ + d
df E - \ grad E*) . 

In questa equazione soltanto il primo termine del secondo 
membro è una forza di massa, che dériva dalla variazione rispetto 
al tempo del vettore di POYNTING E/\H. I rimanenti termini del 
secondo membro délia (1.21) rappresentano le forze derivanti da 
un si stem a di sforzi interni (o stress), definiti dal gradiente del-
Fomografia vettoriale <I>, che e più precisameute una dilatazione, 
espressa dalla 

(1.22) <J> = fx [ K (H, H)- \ H"] + e [K(E, E) - \ E^ 

dove K è il simbolo di una diade. 
Dunque la forza elettromagnetica per unità di volume è data da 

Pe E+ I/\B = - .p - ¾ ^ + grad *. 

Questo sistema di sforzi interni puè essere considerato come 
prodotto da tubi di forza elettrica e di forza magnetica esercitanti 

trazioni longitudinali rispettivamente di grandezza ^tEx , si/J?*, 

e pressioni laterali délia stessa grandezza. 
Nel caso in cui siano trascurabili la corrente di convezione 
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e quella di spostamento, la detta forza elettromagnetica si riduce 
a quella di LORENTZ I/\B, e si ha 

(1.28) //\fi=grod<l>=ï]grad 1 
X{HtH)- g A1 H * -jpH - g gradtf* 

dH „ 1 

Ora, se SH è la lunghezza di arco di una linea di forza magnetica, 
dP 

T = -5— è il versore délia tangente nel punto P, R il raggio di 

curvatura ed n il versore délia normale principale, si ha 
dH d (1 \ (ifl« 

*-dPH = d^\2*H )'T+-Rn> 
e quindi 

(1.24) IAB - g ^ g P H.) . T + S f n - grad g«lf>) . 

Il primo termine del secondo membro di questa equazione rap 
présenta una forza tangenziale alla linea di forza magnetica, la quale 

détermina lungo di essa una tensione. ÔP-H"4 • Il secondo termine 

è la forza trasversale che produce F inflessione délia linea di forza. 
Il terzo termine infine è la forza che détermina la pressione 

magnetica ~0 uif1. 

§ 2. Le equazioni fondamental! délia dinamica del plasma e 
délia magnetogasdinamica. 

1. Le equazioni délia Di «arnica del plasma. 
Ponendoci ora da un- punto di vista più générale, stabiliremo 

le equazioni del movimento dei diversi componeuti di un gas 
ionizzato, cioè di un plasma. Da esse si deducono le equazioni 
globali considerando il plasma come un continuo, e quindi le 
equazioni délia magnetogasdinaraica. 

Un plasma, consiste in un gas parzialmente o totalmente io
nizzato, nel caso più générale puè essere considerato come una 
miscela di n specie di componenti, costituite di ioni, elettroni, e 
particelle neutre. Per ciascuna di queste specie oecorre conside
rare la temperatura, la pressione gasdinamica, la densità e la ve
locità. Indicheremo rispettivamente con Ts, ps, pIf vt

l, la tempera
tura, la pressione, la densità e le componenti cartesiane délia ve
locità dt'la specie stna, con s=l ,2 , . . . , n. Inoltre oecorre considerare 
le componenti E1 del campo elettrico E e quelle H1 del campo 
magnetico H, per cui si hanno in totale 6n + 6 quantità incognito. 
Sono invece da ritenere note le masse mË délie particelle di cia
scuna specie e la carica elettrica e,. 
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Per lo studio délie 6w + 6 quanti ta incognite Ts, p8, p,, v\*, E\ H\ 
occorrono 6n + 6 equazioni scalari che le connettono. Di queste 
equazioni 6« sono fornite dalla gasdinamica, le altre sei sono le 
equazioni elettromagnetiche. 

Le equazioni gasdinamiche, in numéro di sei per ogni specie, 
sono precisamente: 

a) I / equazione di stato, che collega la temperatura, la pres
sione e la densità di ciascuna specie. b) L' equazione di continuité, 
che esprime per ciascuna specie la conservazione délia massa. 
c) TJ equazione del moto, che in générale è équivalente a tre equa
zioni scalari e che esprime il principio délia conservazione délia 
quantità di moto, d) L'equazione delV energia, che esprime per 
ogni specie il principio délia conservazione delFenergia. 

A queste equazioni gasdinamiche oecorre associare le equa
zioni di MAXWELL, in numéro di sei, atte a descrivere il campo 
elettromagnetico. 

a) Equazione di stato. 
Per ogni costituente del plasma vi è una relazione funzionale 

fra P*J P« e ^s délia forma 

(2.1) pt = t(?s,Ts), 
e se la densità è sufficientemente bassa, con molta buona appros-
simazione è sufficiente la semplice equazione di stato di un gas 
perfetto che puè essere scritta 

(2.2) p, = RvsTs 

dove R è la costante universale dei gas e v. = — , è il numéro di 

densità délia sma specie. 

b) Equazione di continuité. 

I / equazione di continuità per F s,,ta specie risulta 

(2 3) ^ + d i v ( P , W , ) = <7, 

nella quale cr, rappresenta la massa sorgente nelF unità di tempo 
e per unità di volume délia s",a specie, che puè essere dovuta a 
processi di ionizzazione o a reazioni chimiche. Se non vi sono rea-
zioni chimiche e il grado di ionizzazione del plasma si mantiene 
costante, allora è <rs = 0 . 

In ogni caso se alcune délie ffs non sono nulle, per la conser
vazione délia massa del plasma, considerato nel suo insieme, si ha 

(2.4) 2 <xf = 0. 
8 = 1 
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c) U equazione del moto. 

L'equazione del moto per ciascuna specie puè essere cosi scritta 

(2-5) h (Ps v)+^ âips Vsi v) = grad (T •-*'•) + F°*+F«+°< z< 
dove <rs Z, è la variazione délia quantità di moto nelF unità di 
tempo, dovuta aile sorgenti, e riferita alF unità di volume. La 
somma di queste quantità di moto per tutte le specie di cui è co* 
stituito il plasma, è nulla, cioè 

(2.6) 2<7gZ, = 0 

La T, è Fomografia degli sforzi interui per la specie s'na. do-
vuti alla viscosità, mentre pt< è la pressione totale relativa alla 
stessa specie, che è la somma délia pressione p, del gas e délia 
pressione di radiazione p,s. A température basse, o moderatamente 
alte, la pressione di radiazione è ordinariamente trascurabile ed 
essa vien considerata soltanto a température molto alte. 

Il vettore F0% rappresenta la forza di massa, per unità di vo
lume, di natura non elettromagnetica, come la forza gravitaziouaie, 
mentre Fr< rappresenta la forza elettromagnetica. anch' essa rife
rita alF unità di volume, che puè essere cosï scritta 

(2-7) Fes = p„ (E + ? vs A H) + Fso 

dove pcs — vs e, è la densità di carica elettrica délia specie s"m, es 

è la carica di una parfcicella délia stessa specie e v, è il numéro 
di queste particelle per unità di volume. 

II vettore FSQ rappresenta infine Finterazione risentità dalla 
s"?" specie per effetto délia presenza di altre particelle del plasma. 
Pe r il principio delF azione e reazione sarà 

(2.8) 2 F , o = 0 . 
3 = 1 

Le altre quantità che figurano nella (2.7) h inno il solito 
significato. 

d) Equazione delV energia. 

L' equazione che esprime la conservazione delF energia per la 
specie sma risulta 

(2.9) ~f + div (êaV, - *MV, + Pt<Vs - Q.) = e, 

dove ê, = ps <Smt è F energia totale per unità di volume délia spe
cie sma, essendo &ins F energia totale délia stessa specie per unità 
di massa. Più specificatamente, indicando, sempre per la specie 
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sma e p e r u n i t à di massa, con Umt F energia interna, con 5 ws* 

F energia cinetica, con <1\ F energia potenziale, e con Ers F energia 
di radiazione per unità di volume, si ha 

(2.10) «». = ^ . + ¾ ».' + * . + ^ -

Il primo termine del primo membro delF equazione (2.9) rap
presenta allora, per la specie stna, la variazione col tempo délia 
energia per unità di volume. Tl termine div [&svt) dà la variazione 
délia corrente di energia di convenzione; il termine — div {TSVS) 

dà la variazione delF energia di dissipazione per viscosità, mentre 
— div Q,, rappresenta la variazione di energia dovuta al flusso 
di calore. il quale è composto del flusso di calore di conduzione 
Qet e del flusso di calore di radiazione Q,s. 

Infine il secondo membro s, rappresenta F energia per unità 
di volume dovuta aile sorgenti di energia, che è composta di quella 
Eeft generata dal campo elettromagnetico e di quella geuerata dalle 
reazioni chimiche o nucleari. 
e) Le equazioni del campo elettromagnetico. 

Aile equazioni precedenti oecorre associare le equazioni di 
MAXWELL che governano il campo elettromagnetico, e cioè: 

(2.11) rot H = / + -^ 

dB 
(2.12) rot E= — - ^ - , 

essendo al solito H Fintensità del campo magnetico, E Fintensità 
del campo elettrico, / la densità di corrente elettrica, D = Œ il 
vettore spostamento dielettrico e B=y-H il vettore induzione ma
gnetica. 

La capacità o potere dielettrico s, detta comunemente costante 
dielettrica, e la permeabilità magnetica u per un mezzo isotropo 
sono ordinariamente costanti. 

Ma per un mezzo anisotropo devono essere considerate quan
tità tensoriali, o se si vuole omografie vettoriali, per cui in questo 
caso i vettori D, B non sono più paralleli rispettivamente ad EeàH-, 

L'interazione tra il campo elettromagnetico e il movimento 
del plasma è espressa per mezzo délia corrente / ohe è data da 

(2.13) / = 2 p,,*,. 
3 = 1 

Questa corrente è dunque dovuta al moto délie varie parti
celle cariche del plasma. 
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2. Variabili macroscopiche ed oquazioni globnlf. 
Per descrivere il movimento di un plasma spesso, invece 

délie variabili parziali ps, ps, Ts, vs*9 è più convenieute riferirsi a 
quantità macroscopiche, considerando il plasma nel suo insieme. 

Le relazioni fra le grandezze macroscopiche e le corrispon-
denti variabili parziali sono definite nel modo che segue. 

Si definisce intanto il numéro densità v del plasma come la 
somma dei numeri di densità vs délie diverse specie: 

(2.14) v = 2 vs 
3 = 1 

e quindi la densità p del plasma é data da 

(2.15) p = mv ==-. 2 ms vs = 2 p,, 
3 = 1 8 = 1 

dove m è la massa média délie particelle. 
La pressione p del plasma è la somma délie pression i par

ziali pt délie diverse specie 

(2.16) p = *p, 
3 = 1 

e la temperatura è data da 

(2.17) T = - 2 vs Ts. 
V S = 1 

Si definisce poi la velocità v del plasma mediante la relazione 

(2.18) v = - 2 pB Vs 
P 8 = 1 

e quindi la velocità di diffusione ws délia specie smtt risulta 

(2.19) w8 = Vs — V. 

Si considéra inoltre Feccesso di carica elettrica pe come la 
somma délie densità di carica p„ di tutte le specie 

(2.20) oe = 2 p„ = 2 es v,. 
8 = 1 8 = 1 

Infine la densità di corrente elettrica del plasma è definita 
dalle 

(2.21) / = 2 pes Vs = 2 pes Ws + 2 pesV = i + peV 
8 = 1 8 = 1 8 = 1 

dove i è la corrente di conduzione e pev è la corrente di convezione. 
Le equazioni fondamentali globali délia dinamica del plasma 

e délia magnetogasdinarnica, espresse per mezzo délie grandezze 
macroscopiche, si deducono ora facilmente da quelle già date per 
mezzo délie variabili parziali. 
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a) L7 equazione di stato si ottiene sommando le n equazioni del 
tipo (2.2). e si ha 

(2.22) p = 2 p s = R 2 v,Ts = RvT = RQpT , 
3 = 1 8 = 1 

dove R„ — — è la costante del gas. 

b) Cosl pure V equazione di continuité si ottiene sommando le n 
equazioni (2.3), e si ricava 

(2.23) ^ + div(po) = 0. 

c) Per avère ora V equazione globale del moto, indichiamo con 

(2.24) F, = 2 F* 
8 = 1 

la forza di natura non elettromagnetica, e con 

(2.25) F , = 2 FfS = p, E + p I/\H 

la forza elettromagnetica. 
Sommando le equazioni (2.5), osservando che 

" 8 d dv n 

2 X £T <P» Vs* °») = d l v W) * V + P Â7>V + ê r a d 2 K (P- «>'i «>') 

e ponendo ancora 

(2.26) T = 35[T i-JC(pIwtfwt)| 
3 - 1 

si ottiene 

(2.27) ~ (pi;) + div (pi;). v + ? j £ v = grad(T — Pl) + F f f + Fe. 

Tenendo conto delF equazione (2.23) di continuità si puè scri-
vere ancora 

dv 
(2.27') p ^p = grad (r - P t ) + Fg+F,. 

L' omografia vettoriale T degli sforzi interni di viscosità, defi-
nita dalla (2.26), dipende in modo molto complicato dal moto mo-
lecolare. In prima approssimazione, in accordo colle relazioni di 
NAVIER-STOKES, si puè assumere 

(2.28) T = 2 u' D *^p + lf div v 

dove 
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è la dilatazione dell'ornografia -=¾ ; inoltre jx' e X' sono i coeffi

c i e n t di viscosità. 
Prendendo il gradiente di ambo i membri délia (2.28) si ha 

(2.30) grad c = (X' + *') grad di v v + [/•' A8 v. 

La pressione totale pt è la somma délia pressione gasdinamica 
p a délia pressione di radiazione py: 

(2.31) pt = îpst= îps + %prs=p+pr. 
8 = 1 8 = 1 3 = 1 

La pressione gasdinamica p è quella che interviene nelFequa
zione di stato. 

La pressione di radiazione pt. è invece determinata da un fe
nomeno di radiazione molto complicato. Tuttavia nelle applicazioni 
ai problemi di Astrofisica e di Ingegneria si puè usare la formula 
molto semplice 

(2.32) p,. = \arT* 

essendo ar la costante di STEPAN-BOLTZMANN. 

d) Consideriamo ora Y equazione globale delV energia, che si ottiene 
sommando le equazioni del tipo (2.9); si ha cosï 

(2.33) ™ (p*J + àiv(p&mv) = div (TV - pt v + Q) + *,. 

In questa equazione &m rappresenta F energia totale del plasma 
per unità di massa, che per la (2.10) è data da 

(2.34) *„ = -1 2 P ^ f l i , = Um + lv* + * + ^ 
P 3 = 1 * P 

dove 
1 n I 1 \ 

Um = - 2^p, Um + g Ps w? J 

ê Y energia totale interna del plasma, =«2 è F energia cinetica, e 

1 » 
4> == - 2 o, <t>, 

P 3 = 1 

è F energia potenziale, tutte e tre riferite alF unità di massa, mentre 
w 

E,. = 2 E,x è F energia totale di radiazione per unità di volume. 
8 - 1 

In una prima approssimazione, conformemente alla (2.32), si ha 

(2.35) Er = arT*=3pr. 

Il vettore Q, che rappresenta la corrente di calore nel plasma, 
è il risultaute dei vettori Qc, Q,., che rappresentano rispettiva-



MAGNETOFLUIDODI \AM I ÇA 19 

mente il flusso di calore di conduzione e quello del calore di ra
diazione: Q= Qc+ Q,. Il flusso del calore di conduzione dipende 
in modo molto complicato dal moto molecolare e in prima appros-
simazione si puè assumere 

(2.36) Qe = x grad T 

dove x è il coefficiente di conducibilità del calore, che in générale 
è una funzione délia temperatura e délia composizione dei plasma. 

Cosl pure il flusso di calore di radiazione è dovuto a un feno
meno molto complesso e in prima approssimazione si puè assumere 

(2.37) ^ = 3 ¾ S r a d E* = y79 3 r a d P' 

dove c è la velocità délia luce e 7 è il cosidetto coefficiente di 
opacité, o coefficiente di assorbimento medio di ROSELAND, che in 
générale dipende dalla temperatura T e dalla densità p. 

Infine nella (2.33) s( rappresenta F energia totale sorgente. che 
è la somma di quella ee dovuta al campo elettromagnetico e di 
quella sc = p er dovuta aile reazioni chimiche o nucleari, essendo 
ef. il coefficiente di generazione delVenergia, cioè F energia generata 
nelF unità di tempo e per unità di massa a causa délie reazioni 
nucleari. In quauto alF energia ec dovuta al campo elettromagne
tico risulta 

£, = £ x / . 

e) Oecorre considerare ancora F equazione di conservazione délie 
cariche elettriche, Per questo osserviamo che moltiplicando ambo 

es i membri délia equazione di continuità (2.3) pé r i l fattore *;, = — , 

poichè 
P*'i 

Ht = "'* = *« 
è la densità di carica elettrica délia specie s"ta. si ottiene 

(2.38) ^ + div (pes iM = T.af 

che è F equazione di conservazione délia carica di ciascuna specie 
che possiede una carica elettrica. 

Sommando le n equazioni (2.38), e osservando che per la cou-
n 

servazione délia carica totale del plasma risulta 2 v, ars = 0, si ot-
3—1 

tiene 

(2.39) ^ + d i v / = 0 , 
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che è F equazione di conservazione délia caiica elettrica del pla
sma, o F equazione di continuità elettrica. 

f) Bimane infine da considerare F equazione délia corrente elet
trica. Per questo moltiplichiamo ambo i membri delF equazione 
(2.5) del moto délia specie s1"" per ys, e sommiamo per tutti i va-
lori di s. Abbiamo cosi 

(2-40) 'ê+JLàà,**"***-
n n 

= 2 grad [ys(Ts — pts)]+ 2 ys {Fgs + Fse + <rsZt) 
3 = 1 3 = 1 

che è F equazione délia corrente elettrica. Essa è molto complica-
ta, per cui nello studio délia dinamica del plasma ordinariamente 
si sostituisce ad essa una relazione più semplice che esprime la 
legge di OHM generalizzata e cioè 

(2.41) / = » l £ + M A * ) + P.»i 

dove «y è la conduttivita elettrica del plasma. 

3. Le equazioni fondamentali délia inagnetogasdinamica e le 
condizioni ai limiti. 

Considerando un plasma come un unico fluido ed applicando 
ad esso le equazioni globali stabilité nel numéro precenente, con 
le approssimazioni ivi indicate, si hanno quelle che si possono 
chiamare le equazioni fondamentali délia inagnetogasdinamica che 
qui riuniamo : 

(2.42 a) p=RgpT 

(2.42b) d-9. + div (pi;) = 0 
d* 

(2.42c) p j t = grad (T - p,) + Fg + F. 

(2.42d) i (p &J + div (p 6mV) = div(vv-p,v+Q) + FxH M> 

(2.42e) , r o t | / = / + 

(2.42f) rot E = 

dt 

djyM) 
dt 

(2.42g) ^ + d i v / = 0 

(2.42h) I=a(E+rv/\H) + pev, 
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dove è 

(2.43) T = 2 </.' D Jfp + V div v 

(2.44) grad T = (X' + a') grad div v + *'A2 V 

(2.45) pt=p'+P* , P , = 3 « r 214 

(2.46) Fe = peE+*I/\H 

(2.47) Q = Q C + Q , = x grad T + ^- grad («,. T«) . 

Se si ammette che ogni eleruetito di gas si dilati ugualmente 
2 

in tutte le direzioni, allora risulta. come si sa, ;X' = - - ~ t*', 
Le equazioni (2.42a) - (2.42h) equivalgono a un sistema di 16 

equazioni scalari nelle 16 quantità incognite 

T,p, p,v\&, H', pP,P. 

È da osservare che dalla (2.42f) segue la condizione 

d iv f i = div(uff) = 0, 

e se la perméabilité « del mezzo è costante, come si ritiene ordi-
nariamente, si ha 

(2.48) d i v H = 0 . 

Inoltre, prendendo la diverg^nza di ambo i membri délia 
(2.42e), si deduce, per e = costante, F altra condizione 

(2.49) div £ = - p, . 

Aile equazioni (2.42a)-|2.42h) oecorre associare ancora le con-
dizioni ai limiti, quelle cioè che devono essere verificate ai con-
fini del campo in cui si rauove il gas. 

Se per esempio il campo è limitato da una parete solida le 
proprietà elettromagnetiche cambieranno bruscamente attraverso 
la superficie che limita il fluido dalla parete solida. In tal caso 
si hanno le seguenti quattro condizioni : 

1) La componente normale delFiuduzione magnetica è continua, 
cioè, indicando con 1 e 2 le regioui immediatamente adiacenti a 
quella superficie si ha 

(2.50) I f t - B j X n ^ O , -

dove n è il versore délia normale alla superficie di discontinuità. 

2) L* andamento del campo magnetico al detto confine è défi-
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nito dalla relazione 

(2.51) (H1-Hl)/\n = Is 

dove /s è la densità di corrente superficiale. Se la conduttivita 
elettrica è finita la Is è nulla: se invece la conduttivita elettrica 
è infinita la / s puè essere non nulla. 

3) La componente tangenziale del campo elettrico è continua, 
cioè 

(2.52) ( £ , - £ , ) A n = 0 . 

4) I l comportamento dello spostamento dielettrico D = e £ al 
confine è espresso dalla relazione 

(2.53) ( D , - A ) X n = p l l , 

dove p€s è la densità délie cari che elettriche libère in superficie. 
Nella maggior parte dei problemi di magnetogasdinamica la 

densità di corrente superficiale / s e la densità pes délie cariche 
elettriche superficiali sono trascurabili. per cui le condizioni ai 
limiti (2.51) e (2.53) diventano più semplicemente 

(2.51') [Ht~Hv] A n = 0 

(2.53') (D% - Dx) X n = 0 

Le condizioni ai limiti esprimono quindi che le componenti 
taugenziali di H ed E e le componenti normali ai B e D sono 
continue attraverso la superficie di separazione di un fluido da 
una parete solida, o di due fluidi differenti. 

È da osservare che la distinzione tra H e B, e tra E e D è 
qui necessaria poichè i valori di E e «JL sono differenti nelle due 
regioni separate dalla superficie limite. 

In molti problemi, interessanti soprattutto F Astrofisica, il sopra-
scritto sistema di equazioni (2.42a) - (2.42h), puè essere semplificato 
nello stesso modo come si è fatto nel § 1 per le equazioni délia 
magnetofluidodinamica, riducendo lo studio alla considerazione 
delF interazione tra le grandezze gasdinamiche v, p, p, T e il 
campo magnetico / / . 

Invero in magnetogasdinamica la conduttivita elettrica è gêne
rai meute molto grande e tende ad infinito. Perciè la corrente di 

cUE) 
spostamento - , , è trascurabile in confronto délia corrente di 

conduzione. cosi pure è trascurabile la corrente di convenzione. 
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Le equazioni (2.42e), (2.42f), (2.42h), si riducono allora aile 
seguenti 

(2.54) rotff = / 
d H 

(2.55) rot £ = — tx -^-
dt 

(2.56) I=*\E+pvf\H) 

dalle quali, eliminando il campo elettrico £ e il vettore densità 
di corrente / , supponendo c e u. costanti. Si deduce per il campo 
magnetico F equazione 

(2.57, f + rot ( j f A*) = rAiH , ( , - £ ) . 

con 
(2.58) d i v / / = 0 . 

Inoltre F equazione del moto puè essere cosi scritta 

(2.59) p^j = — g r a d p ( + [xrot//AW + 

oppure 
+ F9 + (X' + (JL') grad div V + (*'Atl> 

+ Fg+ (X' + ^) grad div v + !*'*,!>. 

4. Trasformazione de)F equazione delF enerçin. 

L'equazione (2.42d) delF energia puè essere opportunamente 
trasformata nel modo che segue. Osserviamo intanto che, essendo 

*« = ff» +§«• + * + y 
F energia totale per unità di massa, in virtù delF equazione di 
continuità risulta 

B + div(pêmi;) = 
dt 

de» 
dt ?J + div (ci»j *w + p ( ¾ 1 + grad *„ X vj - P 

e pertanto F equazione delF energia si puè scrivere 

(2.60) ? d*t" = div (TI> - /i,» + Q) + £ x / + £,p. 

Ora, se Cv è il calore specifico del gas a volume costante (mi-
surato in unita meccaniche), F energia totale interna per unità di 
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massa è data da 
Um=CBT 

Per F equazione del moto si ha inoltre 
1 dv* dv 
29~dt = 9di X l > = ( — g r a d ^ + V-rotHAH + grad T + Fg) X vf 

e risulta 

£ x / = / x (J-a^AH) = ~ +*lAHxv 
oppure 

£ X / = rot / / x (^rot J / — *v /\ H) . ' 

Perciè, sostituendo nella (2.60), semplificando, e osservando che 

div (TJ;) — grad T X V = /, \j dp ) 

( dv\ dv 

T -TpJ è Y invariante primo delFomografia T -rp, si ha 

,3.6., , * (C.T + & ) - ! . ( , g ) -

— p, div» — £ff X «; + — + div Q + e, p . 
dove è E,.= a,.T4, mentre il flusso di calore Q è espresso dalla 
(2.47). 

Un' altra forma delF equazione delF energia, nel caso dei gas 
perfetti, possiamo ottenerla osservando che. essendo Cp il calorico 
specifico del gas a pressione costante, la costante Rg del gas, 
come si sa dalla termodinamica, è data da R0 = Cp—C„, e quindi 
F equazione di stato (2.42a) si puè scrivere 

(2.62) p = (C„ - C„) P T. 

Ne segue che si ha ancora 

U,H = C„T = CpT - ? 
da cui, avendo riguardo alF equazione di continuità, si ricava 

d(CvT) d(CpT) dp^pdp d(CpT) dp A. , , 
p — -ji— = p —j. -— + - ~JI = c —-£ r — div (p v ) r dt dt dt ' p dt ' dt dt 

e perciè la (2.60) diventa 

(2.63) P£(C,T+ * . .+ • + ^ ) - 1 + 
+ div (TV - p,.c; + Q) + E X / + irp, 

dove CpT + g «* è l'eutalpia del 
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È opportuno ricordare come nel caso, particolarmente impor
tante per le applicazioni, in cui il gas si espande adiabaticamente, 
cioè senza scambio di calore con F esterno, e il lavoro di espan-
sione viene effettuato a spese delF energia interna, dalF equazione 
di stato si puè eliminare la temperatura T. 

Tnvero se indichiamo con dq la quantità di calore spesa per 
unità di massa per incrementare di dUm Y energia interna del gas e 

compiere il lavoro di espansione pdv — pd ~ , si ha in générale 
P 

(2.64, dq = dUnt+pd\. 
r . 

Nel caso di un'espansione adiabatica è dq = 0. Allora, essendo 
per un gas perfetto U,n— CL.T, avendo riguardo alF equazione di 
stato (2.62), si ricava 

da cui integrando si ottiene 

<- . Î.-W • i-ar-
la prima délie quali è F equazione di stato nel caso delF espan
sione adiabatica. 

Se si considéra F entropia S del gas, che è una variabile di 
dq 

stato defiuita dalla relazione dS = -^ , si ha che se un gas si 
espande adiabaticamente F entropia si mantiene costante. Questo 
cambiamento di stato di puè chiamare perciè isoentropico. 

5. Aualisi dimmisionnle e cousidera/Âoiie di alcuui parametri fonda
mentali. 

Introducendo alcuni parametri caratteristici le equazioni délia 
m.f. d. si possono porre sotto forma adimensionale, che in inolti 
problemi permette di dedurre utili inforraazioni circa F ordine di 
grandezza dei vari termini involti, e di vedere se certe circostauze 
fisiche sono o no dominanti. 

Per questo sia L una lunghezza caratteristica del campo del 
moto, V una velocità caratteristica, tQ un tempo delF ordine di 

-^ , taie che il parametro 

(2.66) Rt = *£ 

sia delF ordine delF unità. Ciè sigtiifica che non consid^riamo 
fenomeni di alta frequenza. 
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Sia inoltre HB un valore caratteristico delF intensità del campo 
magnetico, mentre il campo elettrico sia caratterizzato da un va
lore E0 dello stesso ordine di grandezza del campo elettrico in-
dotto u.v/\H, taie cioè che il parametro adimensionale 

(2.67, B. = $ y 

sia delF ordine delF unità, o più piccolo. Questa è una buona ap-
prossimazione per fluidi di conduttivita elettrica <r molto grande, 
poichè per o--^oo dalF equazione délia corrente elettrica si ha 
£ = _ î x i ; / \ / / . 

Dalla stessa equazione si ha che in tal caso F intensità délia 
corrente / è delF ordine di auHçV. 

Supporremo poi che la velocità délia corrente fluida sia molto 
più piccola délia velocità délia luce, cioè 

(2.68) Re=^=VUi,<^l. 

Nelle ipotesi ammesse risultano trascurabili nelle equazioni 
?(e£) 

fondamentali la corrente di spostamanto , e i termini dipen-

denti dalle cari che elettriche c,,. 
In questo caso tutte le grandezze elettromagnetiche possono 

essere espresse in termini del campo magnetico. 
Ciè premesso introduciamo le seguenti quantità adimensionali 

a;* = ? ** = - «* - - £ * - E H* - — 

1 *\>B.V 
e gli operatori adinensionali 

grad* = Xrgrad , rot* = L rot , div* = L d i v 

Allora F equazione di MAXWELL (2.42e) diventa 

dove 

(2.70, Bm = <r[x VL = ^ 

è il numéro di Reynolds magnetico. 
NelF equazione (2.69) tutte le quantità sono adimensionali, e 

poichè R, ed Rt sono del F ordine delF unità, mentre RC<$1, si 
riconosce subito che il termine dovuto alla corrente di sposta-
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mento è molto piccolo in confronto degli altri, e perciè trascura
bile. L'equazione (2.42e) si riduce perciè alla (2.54). 

Analogamente F equazione (2.42h) délia corrente elettrica, dove 
p, = div(e£), nelle variabili adimensionali, diventa 

/* = (JB,£* +V+AH*)+ B p * p d i v * £ * . «,*. 

Questa equazione m os tra che, essendo jA <§ 1 , la corrente di 

convezione è trascurabile in confronto délia corrente di condu
zione, e ci si riduce pertanto alF equazione (2.56). 

Introdueendo ora nelF equazione (2.57) del campo magnetico, 
grandezze adimensionali, essa diventa 

(2.71) *-j£ = Rt rot * (w* A H*) + -%- V H * , 

dove Rt è delF ordine delF unità. 

Ora il numéro di Reynolds magnetico Rm = , puè essere 

considérato come il rapporto tra la dimensione L del campo del 
moto e la lunghezza caratteristica Lc definita da 

^ - - vii.V~ V 
oppure il rapporto tra la grandezza média V délia velocità del 
fluido e la velocità caratteristica Ve espressa dalla 

e — uu.L L 
La lunghezza caratteristica Le puè essere considerata come la 

lunghezza di cui si spostano le linee di forza magnetica in dire-
zione trasversale alla direzione del moto. Perciè se L§>Le* e 
quindi i2 ( l l^>l, il campo magnetico si muoverà con la corrente, 
sarà cioè congelato col fluido, e sarà molto influenzato dal suo 
movimento. 

Se al contrario L <^.Le, cioè Rm <§ 1, il campo magnetico non 
sarà molto influenzato dal molto del fluido. La velocità caratteri
stica Ve puè essere considerata come quella con cui si muove il 
campo magnetico trasversalmente alla direzione del moto del flui-* 
do. Allora se V ^> Ve, cioè Rin $> 1, il campo sarà praticamente 
forzato a seguire il fluido nel suo moto e sarà forteniente influen
zato da questo moto. In questo caso il secondo termine del se
condo membro délia (2.71) è trascurabile in confronto del primo, 
e F equazione (2.57) diventa 

(2.72) e-^- = rot(p/\H). 
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Se invece è V <g 7„, cioè R.n <f 1. uelF equazione (2.71) sarà 
trascurabile il primo termine del secondo membro in confronto 
del secondo, e la (2.57) si ridurrà alla 

(2.73) l f = ^ " -

In questo caso il movimento del fluido non ha più influenza 
sensibile sul campo magnetico. Ciè équivale a trascurare il campo 
magnetico indotto. 

Poichè la (2.73) si identifica con F equazione délia diffusione 
del campo magnetico in un conduttore, diffusione che dà luogo 
ad un decadimento del campo, dalF analisi dimensionale risulta 

r s 
che il tempo di decadimento è delF ordine di — = (TULL* . 

Gonsideriamo ora F equazione del moto (2.59'), che, supponendo 
trascurabili le forze di natura non elettromagnetica, possiamo 
scrivere nella forma 

(2.75) p ^ ^ t f _ g r a d (Pl + Jajsf.) + p v T 

dove è 

T = -,— grad div v + A2 v 
V~ 

u' 
e v = l è il coefficiente di viscosità cinematica. 

P 

Ponendo ancora 

c o ? 0 ^ ' " v , ' - V 

dove p0 e v0 sono valori caratleristici di p e v, si ha la forma 
adimensionale 

(2.75') P* *£ = PIH * « g ! i* • _ fl, grad *. 

nella quale è 

(2.76) P = **-**•! = 1*1 
P0F3 V* 

il numéro di pressione magnetica, ed R = F ordinario nu-

nero di REYNOLDS délia fluidodinamica. 

Tl numéro di pressione magnetica Pm risulta uguale al rapporto 

tra la pressione magnetica j/JÏ/ e la pressione dinamica ^ pQV*. 
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Se Pm è delF ordine delF unità, o più piccolo, il moto del fluido 
sarà poco influenzato dal campo magnetico. Esso risulta anche 

V * 
uguale al rapporto -̂ =- , tra il quadrato délia velocità caratteristica 

Va = H0 ] / ' - , e il quadrato délia velocità média V del fluido. 

La velocità Va è quella comunemente detta délie onde di ALFYÈN, 

poichè fu ALFVÈN il primo che mostrè che in un fluido incom-
pressibile e non viscoso, di densità p0 e di alta conduttivita elet
trica {<r = oo) soggetto a un campo magnetico uniforme / / 0 , le 
perturbazioni si propagano come un'onda, con velocità Va, nella 
direzione di / / 0 . 

In un fluido comprebsibile le onde magnetofluidodinamiche 
sono molto più complicate délie onde semplici di ALFVÈN, ma 
esse hanno stretta relazione con queste onde, poichè la velocità 
caratteristica Va è la medesima. 

VL 
Il numéro di REYNOLDS ordinario R = dà una misura del 

vo 

rapporto tra le forze d'inerzia e le forze viscose. Se per un dato 
fluido il numéro R è piccolo le forze viscose sono predominanti 
e F effetto délia viscosità è importante in tutto il campo del moto. 
Invero il coefficiente del termine d'inerzia nelF equazione adi-

c V c V* 
mensionale del moto è ^— = ^y- , mentre quello del termine do-

V* 
vuto aile forze viscose è p0v0 y^ , e il rapporto di questi coeffi-

cienti risulta R = — . 
Vo 

Se invece il numéro R di REYNOLDS è grande risultano pre
dominanti le forze d' inerzia e F effetto di viscosità si fa sentire 
in una stretta regione, o in uno strato limite, in prossimità di 
confini solidi. o in ogni altra regione in cui si verificano grandi 
variazioni di velocità, come nelF interno di un'onda d1 urto. 

6. Forma adimensionale de IF equazione di stato e delF equazione 
delF enorgin. 

Ponendoci ora più specificatamente dal punto di vista délia 
magnetogasdinamica, e considerando F equazione di stato e F equa
zione délia energia, saremo condotti a introdurre due altri impor-
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p dt* 

tant i parametri , Per questo poniamo ancora 

c*p = Cp Cpo x 

(2 77) ^° °*o xo 

^ ' * = J i T * _ ^ l T*_T 

dove CPo , Cuo , x0 . u.'0 , T0 , sono rispettivamente dei 
valori di riferimento di Cp , Cv , x . p , T . 

L'equazione di stato si puè scrivere allora 

(2.78) TAT*oP* = P* T*, 

dove 

è il numéro di Math. 

Analogameute F equazione delF energia, presa sotto la forma 
(2.63), in cui supponiamo trascurabili le forze non elettromagne-
tiche, come pure i termini radiattivi, in forma adimensionale risutta 

d [<5 T* + \ ( Y - l , M*.*'] = ( Y - 1 ) M\ g * + 

R R 
(2.80) + ^ (y—1) M\ div* (t*p*) + -p-^ div* (x* grad* T*) + 

+ PntRt(y— l ) M 2
0 r o t * / / * x ( ^ - rot*/ /* - ^ t f * 

dove 

(2.81) Pr = C - ^ 
xo 

è il numéro di Prandtl, e gli altri simboli hanno il significato 
già detto. 

I l numéro M» di MACH dà una mi>ura délia compressibilità 
del gas dovuta alla sua velocità ed è definito come ii rapporto 
tra la velocità caratteristica V délia corrente e la velocità V, del 
suono nel mezzo che si considéra. Invero la velocità del suono in 
un gas in condizioni adiabatiche è data da 

s " dp " T c ~ T K' l ' 
Si puè dimostrare facilmente che il rapporto tra la variazione 

di densità del fluido e la variazione di velocità è, in prima ap-
prossimazione, proporzionale al quadrato del numéro di MACH 
délia corrente. Allora, per numeri di MACH molto piccoli la va
riazione di densità, e quindi F offetto di compressione, dovuto 
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alla variazione di velocità, è trascurabile e il fluido puè essere 
considerato come incompressibile. Per grandi numeri di MACH 
oecorre invece considerare F effetto délia compressibilità. 

Il numéro Pr di PRANDTL dà una misura delF importanza re-
iativa délia viscosità e del calore di conduzione. 

Scrivendolo nella forma 

esso risulta uguale al rapporto tra la viscosità cinematica v0 e la 

difiusità termica -^— dovuta al calore di conduzione. 

Se F effetto délia viscosità si manifesta soltanto in una stretta 
regione e in questa regione v0 è molto piccolo, essa vien chiamata 
strato limite. Analogamente se la diffusività termica si manifesta 

soltanto in una stretta regione e in essa è «-̂ — molto piccolo, si 
t'PoPo 

ha uno strato limite termico. 

7. Ulteriori sempliflcazioni délie equazioni délia magnetogasdinamica. 

Le equazioni fondamentali délia magnetogasdinamica possono 
essere ulteriormente semplicate quando alcuni dei parametri adi
mensionali che in esse intervengono sono di un ordine di gran-
dezza molto piccolo in confronto delF unità. I casi più importanti 
sono i seguenti. 
a) Il numéro di REYNOLDS magnetico Rm è molto piccolo e gli 
effetti radiativi sono trascurabili; allora, supponendo che le forze 
non elettromagnetiche siano nulle, le equazioni si riducono aile 
seguenti 

P = RqpT 

| + div içv) = 0 

(2.S2) 

àv dH wm , / 1 TTI\ 
ï Tt=='x dP H " g™d (p + 2*H~) + 

+ (X' + u'j grad div v + y-' A, v 

d (CpT+l V") = H + diV {XV + X ê T a d Tl + 

+ rotff x ï - rot tf — ILVAH) • 

dt 

dove F omografia T degli sforzi di viscosità è definita dalla (2.43). 
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I n questo caso il campo magnetico H si puè ritenere asse-
guato ed uguale a quello esterno, e le incognite da considerare 
sono v, p, p, T. 

b) I l numéro di pressione magnetica Pm è molto piccolo. In questo 
caso le equazioni délia gasdinamica sono praticamente indipen-
denti dal campo magnetico e il moto del fluido puè essere deter-
minato colle equazioni pure délia gasdinamica: 

p = RnpT 

ft + div(pf;) = 0 

(2.83) dv , , 
p -z- — — d radp + (X +[*') grad divu + y.'^v 

p ît ( C p T + l V*) = ft + diY{TV + x « r a d T> 
le quali definiscono le incognite v, o, p, T. Determinate queste 
quantità, F equazione (2.57} con la condizione (2.58), forniranno il 
campo magnetico. 

In questo caso duuque, mentre il moto del fluido non è seusi-
bilmente influenzato dal campo magnetico, questo, per effetto del 
moto risente délie variazioni che possono essere studiate mediante 
F equazione (2.57) . 

c) Caso di un numéro di J&ACH molto piccolo, in cui il fluido puè 
essere considerato come incompressibile. In tal caso F equazione 
di stato puè essere sostituita dalla p = p0 (costante). Le incognite 
sono allora H, y , p , T, e le equazioni si possono dividere in 
due gruppi. 

Le equazioni del primo gruppo contengono le incognite H, v, 
e p, e sono 

P 

div v = 0 
dv 

(2.84) 
Tt = *- ~dPH * grad {p + l *H*) + ***v 

3 H 

~dT + Tot{HAv)'= <i&2H 

d i v / / = 0 , 

dove u. ed TJ sono supposti costanti. Le (2.84) sono anche le equa
zioni délia magnetoidrodinamica. 

DalF equazione delF energia, se M^-^0, mentre M\Ptti ed 
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U\P.» 
^ - - non sono trascurabili. deduciamo, per la determinazione 

délia temperatura T, F equazione 

(2.84') p df; (CPT)= div (x grad Tj + rot t f x (J rot H - ^ A » ) , 

dove si è supposto che il calore di JOULE e il lavoro dovuto aile 
forze maguetiche siano dello stesso ordine di grandezza delF ener
gia termica. 

M ! P 
Se poi amche M0

2 Pm ed ° m sono tsascurabili, F equazione 

delF energia diventa 

(2.84") o ^ P = div (x grad T) , 

che è F equazione termica delF ordinaria gasdinamica a numéro 
di mach molto basso. 

d) Caso di un gas perfetto idéale la cui viscosità è nulla e la con
duttivita elettrica è infinita. In questo caso è 22 = 0 0 ed Rm = oc : 
F equazione delF energia si riduce alla 

(2.85) P
 d

di [cp T + * t,«) = 58 + j , TOt H AH X 0 

e F equazione del moto e quella del campo magnetico diventano 

dv 
(2.86) p — = a rot H A » ~ g ^ d p 

(2.87) ^ + rot (H/\v) = 0 

e) Caso di un gas radiativo. A température molto alte, come 
quelle che si riscontrano nei g» s Stella ri, i termini radiativi nelle 
equazioni fondamentali possono non essere più trascurabili e 
allora le equazioni da considerare sono le seguenti 

R,?T 
et 

(2.88) 
't + div (=i;) = 0 

> + Pr) 4 

+ (X' + a') grad div v + y-' A2 v 

P Tu = • ê r H d lP + P>) + !* r o t " A " + 
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dH 

-^ï + rot (H Av) = — ^ rot rot H 

(2.88) p l (C , .r + £ ) = I, (r d / p ) - (p + , r ) div „ + L' + 

+ div (x grad ^ + - grad^J -f e(. p 

dove Jïr, p r e x hauno i valori già noti. 
Naturalmente si possono applicare anche qui le semplificazioni 

considerate nei casi précèdent!. 
È da osservare che nel caso in cui la forza di massa non elet

tromagnetica non è trascurabile, oecorre tenerne conto nelF equa
zione del moto e nelF equazione delF energia. Il caso più impor
tante è quello in cui il fluido è soggetto alla propria gravitazione. 
In tal caso, se U è il potenziale délie forze di mutua attrazione 
newtoniana, oecorre aggiungere nel secondo membro delF equa
zione del moto il termine Fg — plgrad U. 

Inoltre nelF equazione delF energia, F energia totale riferita 
alF unità di massa sarà CUT + - Er + * = C0T + - Er — U. 

P P 
Va rilevato inoltre che nei punti interni alla massa fluida il 

potenziale U dovrà verificare F equazione di POISSON 

(2.89) A t £ 7 = _ 4 7 t / P ) 

dove f è la costante di attrazione universale. 

§ 3. Magnetoidrostatica e moti stazionari in Magnetofuidodi-
namica. 

1. Magiietoidrostatica. 

La magnetoidrostatica è limitata alla considerazione dello stato 
di equilibrio di un fluido elettricamente conduttore immerso in 
un campo magnetico. In générale F azione del campo magnetico 
sulle correnti elettriche che scorrono nel fluido, fa nascere délie 
forze meccaniche non equilibrate che determinano un movimento 
del fluido stesso. Tuttavia, in certi casi, le azioni magnetiche o 
svaniscono o sono equilibrate dalla pressione del fluido, cosichè 
il fluido rimane in equilibrio. 

Se un fluido conduttore è in equilibrio sotto F azione di un 
campo magnatico H, e soggetto a forze gravitazionali derivanti da 
un potenziale U, essendo v — 0, le equazioni da considerare sono 

(3-1) grad j> = tx rot H AH + p grad U 
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(3.3) d i v » = 0 , 

NelF equazione (3.1) di equilibrio il termine \J. r o t » / \ » rap
presenta la forza elettromagnetica di LOREXTZ. Una prima classe 
di problemi magnetoidrostatici si ha allora quando la forza di 
LORENTZ si annulla, cioè 

(3.4) r o t » A » = 0 . 

l u questo caso il campo magnetico non esercita alcuna azione 
sul fluido e F equilibrio idrostatico è lo stesso di quello che si ha 
in assenza di campo magnetico. 

Il campo magnetico in questo caso è chiamato campo di forze U-
bero (force-free field}, ed esso décade in accordo con l'equazione |3.2|. 

U n altro caso di configurazioue di equilibrio si ha quando la 
pressione idrostatica bilanoia sia F azione elettromagnetica di 
LOREXTZ che le forze gravitazionali. Se si tratta di un fluido in-
compressibile (p — cost), scrivendo la (3.1) sotto forma 

(3.5) grad [p - pU + J utf*) = ;, J " ff . 

si ha che le l inee di forza magnetica si comportano come l inee 

elastiche soggette a tensioni longitudiuali di içrandezza g jxff* 

e a una pressione latérale totale p — p U + 0 «. H2, 

Prendendo il rotore di ambo i membri pella (3.1} si lia che in 
générale, per F equilibrio il campo magnetico deve soddisfare 
alF equazione 

(3.6) a rot (rot ff A » ) + grad p A g™<* U=Q. 

e se si tratta di un liquido si deve avère 

(3.7) rot ( r o t » A » ) = 0 . 

Inoltre, se il campo che si considéra è limitato da una super
ficie che lo sépara da un altro fluido, attraverso questa superficie 

l imite la somma p + Q\>-H~ délia pressione idrostatica e deila pres

sione maguetica deve essere continua : eosi pure deve essere con

tinua la componente normale Bn delF induzione B = *H • 
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2. Moti stazionari • Moti rotatori assinli 

Part icolarmente importante in Astrofisica è la considerazione 
di masse fluide altamente conduttrici dell'elettricità, in moto per
manente , tali cioè che gli elementi del campo e del moto sono, in 
un dato posto, invariabil i col tempo, ma variano da luogo a luogo. 

Fra i moti permanenti hanno importanza preminente, spécial-
mente nel la fisica stellare, i moti rotatori assiali. In générale 
questa rotazione non è uniforme, ma, come dimostrano le osserva-
zioni effettuate per il Sole, la velocità an go lare di rotazione varia 
sia colla latitudine, sia colla distanza dalFasse. 

Ora, se la velocità angolare di rotazione « è indipendente dal-
Fango lo di rotazione cp, ma dipende solo dalle coordinate cilindriche 
r. z, cioè M = w(r, ?), essendo r la distanza di un punto dalFasse 
e z la coordinata assiale, allora la distribuzione del campo magne
tico, dél ia densità e délia pressione è necessariamente a simmetria 
assiale. 

Infatti , nel caso considerato, essendo v la velocità di una par-
t icel la fluida, si ha 

(3.8) v — r'w grad cp 

e risulta div v = 0. 
L1 equazione di continuità, che nel caso dei moti stazionari si 

r iduce alla div [pv) = 0, porge allora 

(3.9) | = 0 , 

cioè la densità o è indipendente dalFanomalia <&. DalFequazione 
di stato f (p, p) = 0, si ha che anche là distribuzione délia pressione 
p è a s immetria assiale. 

L'equazione del campo magnetico risulta ora 

(3.10) rot(e; A » ) = 0, 

e questa mostra che esiste una funzione <1> taie che 

(3.11) i ; A t f = grad<D 

con 0 necessariamente indipendente dalFanomalia <p. 

Dal la (3.11) si ricava 

ô<£ d<t* 
(3.12) ro^H, = — , n»Hr = - — , 
x ' * dr ' dz ' 
da cui segue che la componente radiale Hr e quella assiale Hz del 
camdo magnet ico saranno indipendenti dalFanomalia cp. 
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Dalla (3.11) si ha inoltre 

grad <h x » = 0, grad <P x v = 0, 

e quindi le linee di forza magnetica appartengono aile superficie 
<h = cost e queste sono anche superficie fluide. 

Eliminando la funzione <i> fra le equazioni (3.12) si ottiene 

(3.13) llr»Hr) + yM(r»Ht) = 0. 

D'altra parte l'equazione di condizione div 1/ = 0, porge 

(3.14) lr(rHr) + ls(rH>) +
 S-f±=0, 

e da queste ûue ultime equazioni si deduce 

(3.lo) rHr — + *"#* — M — - = 0. 
* rcr ' ' ?.z dy 

Ma o), H,., Hs sono indipendenti da cp, perciè anche la compo-
nente Hz , che dovrà essere una funzione uniforme, sarà indipen
dente da cp. 

Le equazioni. (3.14) e (3.15) si riducono allora aile seguenti 

(3.16) ^>f f . . )+- 8 - ( r t f , | = 0 

(3.17) rHr'f + rH.^ = 0. 

Dalla (3.16) si ha che dovrà esistere una funzione V(r, z) che 
si puè chiamare funzione del campo, taie che 

1 dV i dV 
(3.18) Hr=- — , » , = - -
y r r as s r dr 

e pertanto la (3.17) diventa 

dV ro) dV rM 

dr dz "~" iz dr ~ 
la quale mostra che la velocità angolare w è una funzione di V* 
(3.19) w = (o(rf. 

Dalla (3.18) si ha che il campo magnetico meridiano, o poloidale. 
Hni, è dato da 

(3.20) » m = grad K A g r a d s , 

e quindi in un piano meridiano il vettore Hm, che rappresenta 
il campo magnetico meridiano, è tangente in ogni punto alla linea 
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V z= costante passante per quel punto, cioè queste l inee sono le 
l inee di forza del campo magnetico meridiano. 

Inoltre dalla (3.19) si ha che la velocità angolare o> è costante 
su ogni superficie V= cost, geuerata dalla rotazione intorno alFasse 
di una l inea di forza del campo magnetico meridiano. Questo teo
rema, che porta il nome di legge di isorotazione fu m esso in evi-
denza per primo da F E R R A R O (l) nel 1937 e poi ritrovato da A L F V È N 
come conseguenza del suo teorema sul « congelamento » délie linee 
di forza magnet ica in un fluido di alta conduttivita elettrica. Esso 
fu dedotto ammettento a priori la simmetria del campo magnetico 
intorno alFasse di rotazione e supponendo nulla la componente 
trasversale, e toroidale di esso. L'autore ha completato questi risul-
tati dimostrando, come si è visto, che, nelFipotesi di un movimento 
rotatorio stazionario, indipendente dalFanomalia cp, il campo ma
gnet ico è necessariamente a simmetria assiale, anche ammettendo 
F esistenza délia componente toroidale Hy . È altresï a simmetria 
assiale la distribuzione délia densità e délia pressione (*). ï n par
ticolare le proprietà di simmetria sussistono anche nel caso délia 
rotazione uniforme (3). 

È da ri levare che la legge di isorotazione, nella forma più com
pléta qui formulant, è solamente una conseguenza délia alta con
duttivita del fluido ed è indipendente dalFequazione del movimento. 

Ma se téniamo conto di questa equazione, che nel caso consi
dérât o si riduce alla 

(3.21) gradp = «. r o t » A » + £ W*P g i a d r" + F g i a d u> 

dove U è il potenziale délie forze di mutua attrazione neivtoniana, 
possiamo d e d u n e un'altra conseguenza importante e cioè che il 
momento rHi del campo magnetico, rispetto alFasse, è anche una 
funzione di V. 

(1) V. C.A. FEUKARO. Non-uniform Rotation of the Sun and its Ma* 
gnetic Fields, «N.N.A.R.S.», «7,458 (1937). Cfr. anche [12], Cap. I, § 1:6. 

i2) Cfr. C. AGOSTINKI.LI, SttlV equilibrio adiabatico magnetodinamico 
di una massa fluida gassosa gravitante in rotazione non uniforme, «Rend. 
Accad. ÎS'az. Lincei», Série V11J, vol. XXVII, fasc. 3, niarzo 3960. 

(3) Cfr. AGOKTINFXLI, SuW equilibrio relativo magnetoidrodinamico di 
masse fluule eletfricamente conduttrici uniformemente rotanti e gravi tan* 
ti. Boll U.Ai.L, vol. 14, pp. 95-101. 1959. 

Cfr. AGOSTINELLI, Sulle equasioni delYequihbno adialotico waym* 
todinamico di una massa fiuida gassosa uniformemente rotante e gravitante. 
«Rend. Ace. Naz. Lincei» , Série VIII , vol. XXVIII , 1959. 
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Infatti. essendo per le (3.18) 

(3.22) » = grad V A grad o + r » 9 • grad ©, 

si ricava 

(3.23) r o t » = — V 2 F - grad o + grad ( r# 9 ) A grad s, 
dove per semplicità si è posto 

.. /1 dV\ é«V 
(3.24) 

Si ricava inoltre 

d /1 dV\ é«V 
dr\rdr ) ^ dz* * 

r o t » A H = - % V g r a d V - ^ grad [rH, f • 

(3.25) 
c(rHç)cV c(rH*)dV 

cz dr dr cz 
grad : 

Ora, poichè la pressione p9 la densità p, e quindi anche il 
potenziale U délie forze di mu tua attrazione newtoniana délie 
particelle fluide, sono indipendenti dalFanomalia *. prendendo di 
ambo i membri délia (3.21) la componente trasversale (nel senso 
in cui varia ©), si ha 

(rot » A HU = 0, 

cioè. avendo riguardo alla (3.25) si deduce 
cjrHJ dV_ ç(rH~) dV = 

e quindi. giusto quanto si è affermato, si ha 

(3.26) rH; = F\ V|. 

Questa mostra che su una superficie di rotazione V= cost, la 
componente toroidale H^ del campo magnetico varia in ragione 
inversamente proporzionale alla distanza dalFasse di rotazione. 

La (3.25) porge inoltre 
1 / 1 dF2\ 

(3 27, rot H ,\H=- ~8 ( V , V + 2 jy) grad V. 
Supponendo ora che la pressione p sia funzione délia sola den

sità s, ponendo 

(FI J dp y 
dalF equazione (3.21) del moto si deduce 

(3.28) grad ins )— U — âoi*r» 

f a / 1 d^ 2 \ 1 , d 
grad F, 
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Questa equazione è integrabile se la quantità fra parentesi 

quadre è una funzione di V, che indichiamo con ~Ç, cioè 

(3.29) 4 (Aî v + * **) + -11* *=! - d G 

' r « p \ A t + 2 dVJ+2r dV ~ dV 
In questo caso dalla (3.28) si ottiene F intégrale 

(3.30) fl(p) — P — g w«r« + G( Y) = cost. 

Da questa equazione si puè eliminare il potenziale U délie 
forze gravitazionali, applicando ad ambo i membri il A, di LAPLACE 
e ricorlando F equazione di POISSON. Si ha cosi 

(3.31) Atf»(p) —gW«r« + Gf(V) + 4TT/P = 0. 

Assegnando allora le funzioni F\V), Glv) ed o)(y), le equazioni 
(3.29) e (3.31) costituiscono un sistema di due equazioni differeu-
ziali aile derivate parziali del secondo ordine in cui sono incognite 
la funzione V del campo magnetico e la densità p. 

Nel caso particolarmente importante in cui il fluido è in con-
CY dizioni adiabatiche, e quindi g{p) = —^ CY-*, con C costante, ed 

inoltre le funzioni o>, F, G si suppongono lineari in V, cioè délia 
forma 

(3.32) o, = o,0 + a0V; F = kV; G = h0V, 

dove «0 , a0, k e hQ sono délie costanti, F intégrale (3.30) e le equa
zioni (3.29) e (3.31) diventano 

(3.33) U + J w*r* - hQ V ^ l PY"X = cos t-

(3.34) ^ ( y , V + fct y) + «0r*K + a0 y) = fc0 

(3.35) A, | — ] L p Y - i _ J r,(wQ + ao F ) t + fco v + 4r/-p = Q 

Se più in particolare ancora il moto di rotazione è uniforme, 
cioè o) è costante (<x0 = 0), e inoltre si suppone nullo il campo ma
gnetico trasversale (fc = 0), le (3.34) e (3.35) si riducono aile seguenti 

(3.36) S7tV=-*r*9 

(3.37) At ( - ^ L pr-i + h, v ) + 4TT/P = 2. 
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In questo caso, servendosi delF identità 

ci si riduce alF equazione differenziale aile derivate parziali del 
4° ordine 

(3.38) A , [ V T - » + (*t + fjV«)?] + ^ £ {r'?) = 0, 

in cui è incognita la sola densità p e nella quale si è posto 

,ooov . 4 < ( y - l ) V ( ï - l ) 
(3.39) oc* = - - c - - , ?» = - - 0 ^ — 

Determiuata la densità p, con la condizione che essa si annulli 
sulla superficie limite, se si tratta di una massa gassosa libéra, 
mediante la (3.36) si otterà la funzione V, e quindi le componenti 
del campo magnetico. 

§ 4. Moti vorticosi in Magnetofluidodinamica. 

1. Due relazioni uotevoli per il cainpo magnetico. 
La teoria classica di HEL,MHOLTZ sui moti vorticosi è basata, 

come si sa, sulla considerazione di un fluido perfetto in cui la 
densità è funzione délia sola pressione, in particolare di un fluido 
incompressibile. soggetto a forze di massa conservative. In tal caso 
Faccelerazione délie particelle fluide dériva da un potenziale e 
nelFipotesi ancora che tutti gli élément! del moto siano funzioni 
uni for mi délie coordinate del punto, si ha che la circolazione lungo 
una linea fluida chiusa è costante nel tempo e le linee vorticose 
si muovono col fluido. 

Considerando ora un fluido elettricamente conduttore, soggetto 
o no a campi magnetici esterni, in cui si manifestano délie correnti 
elettriche. e quindi dei campi elettrici che interagiscono col moto 
del fluido, vx)gliamo stabilire intanto, per il campo magnetico, due 
relazioni notevoli, ed estendere quindi ai moti magnetofluidodina
mici vorticosi le equazioni di CATJCHY e di HELMHOLTZ delF idro
dinamica classica. 

Ci riferiremo per questo a un fluido perfetto di grande condut
tivita elettrica e supporremo che le forze di massa non elettroma-
gnetiche derivino da un potenziale U. Le equazioni da considerare 
sono allora 

(4.1) ~ + r o t ( « A » ) = 0, (4.1') d i v / / = 0 

(4.2) p ̂  = a rot H A H — gradp + p grad U 
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(4-3) jjj + f d i v „ = 0 

(4-4) *> = »(?)• 

Osserviamo che tenendo conto délia (4.1'), l 'equazione (4.1) si 
puô scrivere 

dt
+{dlVV-dP)H+dPV=0' 

cioè, avendo riguardo ail 'equazione di continuità, si ha 

. . . . d H dv H . 
(4o) àf-tfr0, 

Questa equazione è, per il campo magnetico, Fanaloga di quella 
che sintetizza le equazioni di HELMHOLTZ sui vortici nel la fluido-
dinamica classica, e mostra ancora Fanalogia tra il campo magne
tico e la vorticità. 

Se ora consideriamo il moto dal punto di vista lagrangiano, 
chiamiamo P0(a, b, c) la posizione iniziale délia particella fluida 
che a lFis tante t occupa la posizione P(x, y, z), con P funzione di 
P0 e di t, introducendo Fomografia vettoriale 

M K\ dP 

( 4 ' b ) a = = d P 0 

si ottiene 
d_w _d[w dP0 _ d (dP\ d Pc __ dx _^ 
dP ~ dP0 dP ~ dt \dPj dP~dt* l* 

Applicando allora a sinistra di ambo i membri délia (4.5) F opé
ra tore oc—x e osservando che 

si deduce 

__ dv _ dx _ da—J 

a 1 dP = a 'd*a 1 = = ~ HT 

^d^H ,dx-^ / / d_/iH\_ 
a dt p + dt P ~ d<\* * p ) ~ ' 

da cui, integrando e indicando con Hn, p0 i valori di H , c per 
t = 0, poichè alFistante iniziale è a = 1, si ha 

(4.7) a - i * * = * [ ? . 
P Fo 

Ma per F equazione lagrangiana di continuità è I8a . p = p0 es
sendo Izx Y invariante terzo delFomografia a, o se si vuole lo jaco-
biano di a?, y, z rispetto ad a, 6, c, perciè la (4.7) si puè scrivere 

(4.8) / / = " " • 
I,* 
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che è un 'atra notevole relazione la quale esprime Fintensità del 
campo magnetico in un istante generico t in funzione delF inten
sità alFistante iniziale, analoga a quella di CAUCHV che nella flui-
dodinamica classica esprime il vortice in un istante t, per mezzo 
del vortice alFistante iniziale. 

2. Le equazioni dl Cauchy e di Helinholtz nella iiisguetofluidodinamicn. 

Per vedere come si modificano le equazioni di HELMHOLTZ e 
di CAUCHY in m.f.d., dividiamo per p ambo i membri delF equa
zione (4.2) del moto, e prendiamo quindi il rotore di ambo i membri. 
Poichè 

s grad p = grad f - ^ dp 

si ottiene 

l?2Ï* + rot (rot v A v) = rot (rot B A " V (B = ?H), 
et \ V-pi 

dalla quale, tenendo contô delF equazione di continuità, si deduce 

d irotv\ dv votv 1 / D B \ 
l4-9) df i T " ) ~ *P — - = -f r0t lr 0 t B A d ' 
la quale generalizza le equazioni di HELMHOLTZ. 

L'equazione (4.9) si puè ancora integrare cousiderando il moto 
dal punto di vista lagrangiano, e F intégrale di essa ci darà F es-
tensione delF equazione di CAUCHY. Invero, applicando a sinistra 
di ambo i membri delF equazione (4.9) Foperatore a-1, si ottiene 

d ( voïv\ ^- 1 J , „ A B\ 

Integrando rispetto al tempo a partire dalFistante t = 0, fino 
alFistante t generico, si deduce 

votv = r o t ^ r a - r o t / B\ dt 

? Po J ? \ Vf/ 
0 

dove F indice o sta ad indicare che gli elementi sono calcolati nel 
punto PQ(a, b, c), posizione iniziale di P(x< y, z), 

KRv. 
Essendo c = ™ , ed a-1 = - , dove KRx è la coniugata (o 

trasposta) delFomografia vettoriale i?a, reciproca di a, si deduce 
ancora 

t 

(4.10) rot v = J ^ r o to »o + / KRx r o t ( r o t B A " J dt • 



4 4 CATALDO AGOST1NELLI 

Questa, che è la cercata estensione delF equazione di CAUCHY 

alla m. f. d. esprime il vortice in un istante generico t, per mezzo 
del vortice alF istante iniziale e per mezzo del campo magnetico. 
Da essa risulta manifesta F influenza del campo magnetico sulla 
creazione dei vortici. Anche se inizialmente il vortice è nullo, nel 
movimento di un fluido perfetto. elettricamente conduttore, per 
effetto del campo magnetico puè nascere un moto vorticoso. 

Nel caso délia m. f. d. il teorema di LAGRA.N^GE relativo alla 
conservazione del moto irrotazionale di un fluido perfetto, in géné
rale dunque non sussiste più. 

§ 5. Onde Magnetofluidodinamiche. 

1. Equazioni Huearizzate. 

TJno dei problemi più importanti nella m. f. d. é quello che ri-
guarda la formazione e la propagazione di onde dovute a piccole 
perturbazioni. I moti ondosi nei fluidi elettricamente conduttori 
presentauo lineamenti caratteristici assai intéressanti ed essi tro-
vano applicazioni in moltl problemi geofisici ed astrofisici. 

Il primo a dimostrare la possibilità délia formazione di onde 
in un liquido conduttore fu ALFVÈN nel 1942. Per analogia con 
le vibrazioni tras versai i di un filo teso egli ammise che quando 
un liquido è disturbato dalla sua posizione di riposo i tubi di 
forza magnetica compiono délie vibrazioni trasversali con velocità 

di fase délie onde generate uguale a I1 h, onde che egli chia-

mè magnetoidrodinamiche. 
Qui ci limiteremo a stabilire le equazioni délie piccole oscilla-

zioni riferendoci al caso di un fluido gassoso a riposo cou pres
sione p0, temperatura T0, densità p0 e soggetto a un campo ma
gnetico uniforme HQ che, con riferimento ad una terna di assi 
cartesiani ortogonali (x, y , z), sia diretto parallelamente al piano 
05 = 0. Le sue componenti saranno parciè (0, Hoy, Hos), 

Il fluido sia perturbato da una piccola perturbazione e nel moto 
che ne nasce sia v la velocità, e siano p' , p , T , h gli incré
ment] délia pressione délia densità, délia temperatura e del campo 
magnetico. Sia inoltre E il campo elettrico, / la densità di cor
rente di conduzione e op la densità délie cariche elettriche. 

Le quantità v' , p' , p , T , E , h , / e pe saranno supposte 
motto piccole e tali da poter trascurare i termini di ordine supe-
riore al primo rispetto a queste quantità. Supporremo inoltre che 
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esse siano funzioni soltanto di z e t. Considereremo perciè onde 
piane che si propagano nella direzione delF asse z. 

Le equazioni di MAXWELL e quelle che esprimono la legge 
generalizzata di OHM e la legge di conservazione délie cariche 
elettriche, da prendere in considerazione sono: 

(5.1) rot h = / + £ ^ 

dh 
(5.2) r o t E = - v - - H , (div h = 0) 

(5-3) / = * ( E + a i > A » o ) 

(5.4) ^ + d i v / = 0 

dove s, a e c sono supposte costanti. 
Queste equazioni, nelF ipotesi che gli elementi dipendano sol

tanto da z e da t, porgono le seguenti equazioni scalari 
tn i i 3fev cEx dEv dhx 

< 5 l a ) - - ^ - = ^ + 6 ^ <°-2a> - ^ = ^ - 5 -
(5.1b) _ = J y + e - r , (o.2b) - . - = _ , . _ 

(5.3a) I* = <x [B. + * (# . , «v - Hoy v,)] 

(5.3b) 1, = ^ - ^ , , , ^ ) 

(5.3c) 1. = ^ , + ^ ¾ ) . 

DalF equazione di stato 

(5.5) p = RpT 

dove i? è la costante del gas, si ricava 

p ' o' T' 

e da quella di continuità 

dp 
dt 

y 

(5.6) ^ + p div v = 0 , 

si ha 

L' equazione vettoriale del moto 

dv 
p dt = — grad p + [A / A H + 1M A* •> + 3 g r a d div i; j 
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si riduce alla 

(5.") p 0 ^ = - gradp + * / / \ ff 0 + *' UtV + g grad d iv» ) 

che porge le equazioni scalari 

(0.7.1 h î r - P1».. '. - »« f.l + r-' '"$ 

,5.7b ^--..«.wg'. 

Infiue, l'equazione delL'energia, che assumereino nella forma 
scinplificata 

(5-8) ^dt{CPT + 2vt) = ft+y-^T + rotHy< (ï^W-^AW). 
nel caso considerato si riduce alla 

(5-9)
 P-

 c" It = y +* w 
Osserviamo che la componente hi del campo magnetico indotto 

dh figura soltanto nelF equazione (5.2c), che porge ~~ = 0, Poichè 
d* 

dh 
d? altra parte dalla condizione div A = 0, si ha —- = 0, si deduce 

dz ' 
che è hi = cost, e si puè assumere hs = 0 . 

Le rimanenti equazioni si possono suddividere in due gruppi. 
Un primo gruppo comprende le puantità «„, hx, Iy> It, Ey% Eit 

p€, che sono governate dalle equazioni. 

(5.1c) J, + * Mi = o 

(5.2a) 

(5.3b) 1, = ^ , - ^ ¾ . ¾ ) 

cz ' dt 

(5-3c) I. =* * (E, + P H„vr) 

(5-4a) ^ + % = 0 

(5-7a) f , ^ = j* (H0i Iy - Hoy I.) + s»' ^ 
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Poichè queste equazioni sono relative aile componenti vT, h^ 
délia velocità e del campo magnetico indotto. che sono perpendi-
colari al campo magnetico uniforme //„ applicato, le onde corri-
spondenti si sogliono chiamare onde trasversali. 

Un secondo gruppo comprende le quantità vy, vz, hy, Ix, EX) 

p', p\ T' e le equazioni che le governano sono 

dh-., dE~ _ A (5.1a) ^ + . - ^ + / . = 0 

(5.2b) 

cz dt 
BE.r dhy 

~dz=z~~*~dt 
(5-o) Ix = <*[EX + *(H0svy - ffwi>,l] 

p' p' T 

**> S - S + T. 

•5.,, Ï + f.§-0 

(5.7bi p. £ - - ^ - 1 . + ^ ¾ 

^ h§ —£ + rtA+î^ 

Questo secondo gruppo dà luogo ad onde che spesso sono 
chiamate onde longitudinal*. 

Eliminando dalle equazioni del primo gruppo le incognite Iv 

ed Ja ci si siduce al sistema di equazioni 
d—x—Tï dlz _L JL dlhz __£ dlhz 
~dt ~* ea CZ + M cz* <? dt'1 

(5.10) 

dvœ __ afc, , / „ dEt 3JS?V\ , a v , 

^ 1 - ^ . ^ ) + - - ^ - - ^ -

in cui sono incognite hx, vx, Ey, EA. 
Dalle ultime tre délie equazioni (2.10) si possono anche elimi-

nare facilmente Ey ed E. e si ottiene F equazione 
d /s cvx \ „ d (c 9h, \ 

-•»(— 55+^--81)+11 S* UlT + M ' 
W-irw + fli). 
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che é un'equazione nelle sole incognite hx, v?, che va associata 
alla prima délie (5.10). Determinate queste due incognite, dalla 
3a e 4a délie (5.10) si ricavano Ey ed Ez con semplici quadra
ture. Le (5.3b) e (5.3c) dànno poi Iy ed Ja; infiue dalla (ôAa) si 
ricava pe. 

Analogameute, eliminando dalle equazioni del 2° gruppo le 
incognite Exi lœ, si ottiene il sistema 

CM?.! dHy JT ëV* U dV*a- 1 d (a dV» ,L'*VA 

(6.i2*) -g- = ffQi _ _ # , , _ + _ H - teV«Tt-* H') 
(0.12 b) Po -ft =*tf0, - ; + - it (y --? - ?0 -i) + , Yj -

(O.12C) p . - ^ - - - ^ ^ , ^ _ , . - ^ ) + ^ - ^ 

a&' av. 

<512d> ¥ + p ° ^ = ° 
»' p' T' 

(5.12e, | = 7 + 2 T 

3T' an' aeT' 
(5.12f, , . 0 , - ^ - ^ . + . ¾ . . 

2. Oscillazioni perlodlche rispetto al tempo. Onde pin ne. 

Délie equazioni ottenute nel n° précédente consideriamo solu
zioni periodiche in cui tutte le quantità perturbate sono propor-
zionali al fattore esponenziale e*"<w' — ke) dove k é il numéro d'onda 
ed (o é la pulsazione. 

In questo casu le equazioni ridotte del primo gruppo, é cioé 
la prima délie (5.10) e la (5.11), si possono scrivere nella forma 

U0i „ î o)2 + — \ hx + ikHQzvx = 0 

(5.13) f«!i5L-(faf + 1 ) + ' ^ . „ f c U + 
L Po v G / ff Po J 

+ (tu + vk*) ( *% + M + it*iu.V(* vx= 0, 

dove v = - é la viscosità cinematica, e Va
2 = l—— , é il quadrato 

Po P 
délia velocità délie onde di AI,FVKX. Eliminando fra le equazioni 
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h 
(5.13) il rapporto -f, abbiamo T equazione déterminante • 

(5.14) l îw — *- oA Uo> — * w« + - J (|«o + vjfc1) + (fc2 — lo'sy.)7/1 — 

/ s k2\ 

— w V I f (o — - w* + - J F/ = 0, 
dove é 

i/ — ,- » * » — ~ ~ • 
ro po 

La (5.14) é un'equazione quadratica in fc5 e vi sono perciô due 
differenti modi di propagazione di onde trasversali. In assenza 
di campo magnetico (Vy = 7. = 0), la (5.14) si riduce alla 

f tco — - «2J f tu» — *- u* H J (tM + vA;8) = 0 

e si hanno le due soluzioni 

che definiscono rispettivamente le onde luminose e le onde vi
scose. In preseuza di campo magnetico vi é accoppiamento fra 
questi due modi. 

Il fattoretto — -i»J rappresenta onde elettromagnetiche smorzate. 

Nel caso sia trascurabile la corrente di spostamento (s = 0), 
T equazione (5.14) diventa 

(5,15) [io> + — j (tu + v&?) + fc* 7 / = 0, 

e le onde trasversali risultano indipendenti da Vyn e risultano 
anche indipendenti daireffetto di compressibilità del fluido. 

Per un fluido non viscoso (v = 0), di conduttivita elettrica 
infinita (c = oo), la (5.15) dà 

O) 2 

15.15') _ = y* 

che definisce le onde trasversali di ALFVÈN. 

Per le onde longitudinal oecorre considerare le equazioni (5.12}. 
Dalle ultime due di esse si puô eliminare la temperatura T' e si 
ricava 

C }— ^ 

0.18, % = -1±— % + _ J l _ 5 (»' _ t\ 
ct

 c J>« ct
 r P, te'~ \Po Po/ " 

PoJo Po^o 
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Ma, essendo 7»2 la velocità del suono nel mezzo non pertur-
bato, si ha ora 

„ Po 

(5.17) 7,1 = P« 

C „ - Po 
p0r0 

cp2? r0 = fBT0 , ( f l = C p - C „ T = ^ ) , 

e T equazione précédente si puô scrivere 

•:_r,a:+„.,T-i,£(£-9. 
Il sistema si riduce dunque aile equazioni (5.12a), (5,12b), 

(5.12c), (5.12d) e (5.18). Ponendo in esse al posto délie incognite 
hy, vv, vz, p\ p délie quantità proporzionali all'esponenziale 

ei(<ùt — fcs)} s i hanno le equazioni 

twh + vy — ikHoyv. = 0 

(5.19) 

pfc /?02 — t f f g <Pow ~ **V) 

ik*HQthy + J(PotW + j*' fc2) (l + «o> J j + 

+ tcuiji» fli v y — iMzit.zH0y HQ3vl = 0 

- ^ (p,«u + ii'fe')f?v + (po*w + a'jfc* j v , — î £ p ' = 0 

— ikp0vz + *o>p' — 0 

io> + X ^ ( Y - l ) f c « p ' - L > F5' + —°(T —l)fc» 
L Po 

P' = 0. 

Uguagliaudo a zéro il déterminante dei coefficienti di queste 
equazioni, si ha, per la determinazione dei valori del numéro 
d'onda k, l'equazione 

"^-<+o*-[»•£•'-» + 

(5.20) 
+ ^ vw*— io}Vs-\ k2 — io>b 

(ioi + v fe?) — (fc2 — < W ) + tw 1 + (fc* — euo)8) 7 3
2 

— (fe* — £tjio>2) (éo> + vfc?) V/ - 0. 

Se trascuriamo la corrente di spostamento (e = 0), questa equa-
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zione si riduce alla seguente 

+ «vw» — troVV U 1 — t*»3 

• (toi + vfc»)f-- + twj + fc'7.» 

- /c«(iw + vfc«) o)5 — tu —-° (Y - l)fca| 7 / = 0. 
L Po J 

La quantità racchiusa fra le prime due parentes i storte di 
questa equazioue rappresenta onde sonore in un fluido viscoso in 
cui si ha diffusione del calore. In questo caso, se non vi é campo 
magnetico trasversale, cioè Hoy = 0, e quindi Vov = 0, non vi è 
accoppiamento fra le onde sonore e le onde magnetiche definite 
dalU equazione 

JL f c . + ^ , .+ i(v+il)o,]fc»-o,S = 0. 

Se invece é Vy^=0 vi é accoppiamento tra i tre modi basici 
costituiti di onde sonore, onde viscose ed onde magnetiche. 

L'effetto délia componente trasversale Hoy del campo magne
tico suile onde sonore si vede chiaramente considerando il caso 
più semplice di un gas idéale in cui la viscosità é nulla (v = 0), 
la conducibilità elettrica é infinita (¢7 = 00). e la conducibilità 
termica é nulla (x = 0, ed inoltre é H0s = 0. In tal caso 1' equa
zione (5.21) si riduce alla seguente 

(5.22) £ = r. + v/. 
Questa mostra che l'effettiva velocità del suono Ve in un pla

sma idéale, con HQy 4= 0, é data dalla relazione 

7 2 = 7 2 + 7 2. 
1 e v s * y ' 

Nel caso ancora di un plasma idéale, sotto T azione di un 
campo magnetico générale (i?0ir =J= 0, ff0l4=0), T equazione |5.21) 
si riduce alla seguente 

U2 s} U1 • / k* y 

Yi sono quindi in questo caso due velocità di propagazione. 
Poichè sussiste ancora la (5.15'( che definisce le onde trasversali 
di ALPVÈN, possiamo dire che in un plasma idéale, sotto T azione 
di un campo magnetico générale, vi sono tre differenti velocità 
di propagazione. 
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Nel caso più générale corrispondente ail'equazione (5.20) si 
ha ancora accoppiamento con onde luminose. 

Se il campo magnetico trasversale è nullo (Vy = 0), T equa
zione (5.20) si scinde nel le duc 

y-Tti (5.23) z r 0 , Y - l ) ( i + 4 ^ ) ^ - „ ( 7 - l ) « 2 + 
Po 

1 4 
+ vor — ÎO> Vs* fc* — io)8 = 0 

(5.24) («o) + v&?) — (fc2 fiUW*) + ÎO) + (tf - ejj-o)*) 7,s = 0 

la prima délie quali rappresenta onde sonore in un fluido viscoso 
dotato di conducibilità termica, mentre la seconda rappresenta 
onde magnet iche accoppiate con onde viscose ed onde luminose. 

Nel caso di un gas idéale in cui v = 0, x = 0, n = oo, la (5.20) 
si riduce alla 

O i 4 

(5.25) (1 + Ê«( i y + 7,'U fc4 - [7.» + 7/ + 

+ VS+SU.VSVS] *S + V„>VS* = 0 

che mostra Y effetto délia componente trasversale i/0s, del campo 
magnetico. 

Se più in particolare il campo magnetico é tutto trasversale 
(Ht = 0, dalla (5.25) si ricava 

o>_2_ Vs*_+Vy* 
k* l + «jx7/ 

Cioé in questo caso la velocità di propagazione é un pô più 
piccola délia corrispondeute effettiva velocità del suono espressa 
dalla (5.22), che si ha uel caso in cui si trascura la corrente di 
spostamento. 

3. Superficie d'oinla in Magnetomiidodiunmlca. 

U n a questione di notevole interesse nel la m.f.d. é quella délia 
determinazione del fronte d'onda in una propagazione ondosa, 
utilizzando il metodo ben noto délie caratteristiche di un sistema 
differenziale. 

Qui ci riferereino al caso di un fluido compressibile, di alta 
conduttivita elettrica, taie da poterla ritenere in imita, e nella 
ipotesi di A L F V È N che si possa trascurare la corrente di sposta
mento in confronto délia corrente di conduzione. 
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Le equazioni da considerare sono in questo caso 

(5.26) ~ff + rot ( H A v) = <»• (5.26') div « = 0 
et 

j i 

(5.27) ~ = % o t t f A / / « - grad » + F 

de 
(5.28) ' + p div •> = 0. 

Considerando la discontinuità délie derivate prime del campo 
magnetico H, délia velocità v e dclla densità p, attraverso una 
eventuale superficie d* onda ofat, ass, Xi, i) = cost., dalle equa
zioni precedenti si deducono le seguenti 

(5.29) A °-Ç + A rot (// A «) =- 0. (5.29'j A div v = 0 

(5.30) A ^ = ^ (A rot H) /\H - r * grad p 

de 
(5.31) A - + cA div v = 0. 

Se indichiamo ora con A, te; i vettori caratteristici che rappre-
sentano rispettivamente la discontinuità délie derivate prime del 
campo magnetico e délia velocità, le equazioni (5.29) e (5.29') 
porgono 

(5.32) Jfch + grad ? A tff A«») = 0, (g? = ï + B r ad r>< ») . 

(5.32') grad * x A = 0 

la seconda délie quali è conseguenza délia prima, e mostra che 
il vettore caratteristico h è tangente alla superficie d'onda. Dalla 
(5.32) si ha inoltre h f\w X H = 0; cioè i vettori caratteristici h. 
W sono complanari col campo maguetico H. 

Nell'ipotesi che la pressione p sia funzione deila sola densità 
o, indicando con o il parametro di discontinuità délie derivate 
di o, le equazioni (5 30) e (5.31) porgono 

(5.33) ff w + *H A (g^d cp A h) + • f- 3 grad ? = 0 

,, do 
(5.34) o. -^ + o grad o x W = 0. 

Le equazioni (5.32), (5 33) e (5.34), che costituiscono le condizioni 
di compatibilité dinamica, dànno luogo a sette equazioni linea ri 
omogenee nei sette parametri h,, u', (i = 1, 2, 3|, e o, i primi dei 
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quali sono le componenti cartesiane dei vettori caratteristici A, u;. 
L'eliminazione di queste quantità fornisce, come si sa, T equa
zione differenziale aile derivate parziali délie varietà caratteri-
stiche relative al sistema differenziale (5.26) e (5.28). 

Ora Y eliminazione di S ed h dà luogo air equazione 

fd'J>\2 a 
(5.35) ( ^ J w— ~cH A i grad ©/\ [grad cp/\ (ff A«>)]i — 

dp 
— , grad cp X w ' grad cp = 0 

che é lineare omogenea nel solo vettore caratteristico w- Introdu-
cendo le diadi W(H, grad cp), 3C(gradcp, H), 3C(gradcp, grad-^), 
e ponendo 

,5.36, v . - f , V.=|/>, 

ed inoltre 

(5.37) A = ( -d 'j - (grad f X V.)*, B = grad <p X V„ 

esendo Vs la velocità del suono nel mezzo che si considéra, Vn il 
vettore velocità délie onde di ALFVÈNT, ed A, B quantità scalari, 
la (3.53) si puô scrivere 

(5.38) \A - (7((
2 + 7 / ,¾ (grad cp, grad *) + B j K( Va, grad cp) + 

+ 3fC(grado, Vu) ! ] " = 0 
o più semplicemente 

(5 38') {A+*)w=:Q 

avendo indicato con a l'omografia vettoriale 

(5.39) a = B | « ( Vn , grad e) + 3f (grad <p, Va)\-

- W + W ( g r n d < p t gradp). 

La (5.38') mostra che Tomografia A + a è dégénère, e pertanto 
è nullo il suo invariante terzo, cioè 

(5.40) Is{A + *) = 0 

la quale non è altro che F equazione ottenuta uguagliando a zéro 
il déterminante dei coefficient! délie tre equazioni lineari omo-
genee nelle tre componenti cartesiane del vettore w, cui dà luogo 
la (5.35). La (5.40) è pertanto, in sintesi, |la cercata equazione 
differenziale délie varietà caratteristiche. 

In base ad una nota formula di calcolo vettoriale omografico 
la (5.40) équivale alla 

(5.40') A' + A*!^ + AI%x + J,x = 0. 
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Essendo l'omografia a definita (5.39), si ottiene 

/ ^ = 2 ^ - ( 7 / + IV) (grad cp̂ , 

Itx = - fl« [ 7 / (grad cp)2 - B»], 23* = 0, 

e pertanto l'equazione (5.40') si scinde nelle due seguenti 

^J -(grad<pxV„)* = 0, 

(5.42) A' +A [2B*- ( V.» + Vs>) (grad <p)*] — B*[V(gr«d * ) * - -B5] = 0. 

La prima corrisponde ad onde che si propagano cou velocità 
uguale alla componente normale délia velocità délie onde di 
ALFVËN. In quanto alla (5.42), essa si puô scrivere anche 

[A + S*)'- (A + Bs) (V,« + V.*) (grad *)' + V/JB*(gmd?)» = 0 

e osservando che per le (5.37) è A + B*=l-~\ , si ha infine 

(5.43) QJ - ( TV + IV) ( ¾ ) 2 (grad j)» + V*(grad f X V.)« • 

• (grad cp)8 = 0, 

la quale, prescindendo dalla (5.41) è la cercata equazione diffe
renziale délia superficie d'onda. 

Nel caso in cui ail'esterno del fronte d'onda vi sia la quiète 
(2cp d& 

{v = 0), e quindi — = -' , ponendo 
at dt 

ëcD dct> 

(5.44) p0 = ^ ; Pl = -^ , [i = 1, 2, 3); p = grad cp 

p2 = (grad cp)* = g2 = p^ + p,2 + pg
2 

la (543) diventa 

(5.45) *v - OV + »Y) jtf • flfs + V (P x y j y = 0 

e se indichiamo con 
0CD 

(5,46, V — « ! - a T 

g mod grad cp 

la velocità di propagazione del fronte d'onda, si ha /?0 = — 7^, e 
la (5.45) porge 

(5.47) 7< - ( 7tt
2 + 7,2) 7* + 7,2( VaX n)'= 0, 

grad cp 
dove n = — ~ j — , è il versore délia normale alla superficie 

mod grad cp' r 

d'onda. La (5.47), che è un'equazione di 2" grado in 7*, fornisce 
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per 72, come si riconosce facilmente, due valori, entrambi reali 
e positivi, uno minore del più piccolo dei due valori 7,(

a, FA.2, e 
1? altro maggiore del più grande di essi. Quindi in valore assoluto 
sono possibili due velocità di propagazione. 

Risolvendo la (5.45) rispetto a »J5 nel caso più générale in cui 
Va, 7V sono variabili col tempo e con le coordinate xly xt, x3 

del punto, si ha un'equazione délia forma 

(5.48) p0 + H[px, pt, p9 ; xx, x%, x% ; t) = 0 

con 

(5.49) i/= ^^UVS+VMdzgliVf+V'rg*-

_ 4 7 , * ( p X Va)*^2 . 

Ricordando i valori (5.44) di p0 e pt, la (5.48) si puô conside
rare P equazione di HA-MILTON-JACOBT, in cui è incognita la fun
zione cp(.*;,, xif x3, t), corrispondente al sistema hamiltoniano : 

dxf dH dpt dH . . « « 

dove H è omogenea di 1° grado in pt, pt* Pf ^e (5.50) sono le 
equazioni differenziali délie curve caratteristiche, o bicaratteri-
stiche relative al uostro sistema differenziale. 

Osserviamo che se la velocità v del fluido non è nulla si ha 
d<ù d? 
^ / mod grad cp = -^/g + grad cp x v /g = -[V — vn], 

dove vn = v X n è la componente di v normale al fronte d'onda, 
e 7 — vn è la velocità relativa con cui avanza normalmente il 
fronte d'onda rispetto al fluido in moto. In questo caso nella 
(5.47) va posto 7 — vn al posto di 7, e al secondo membro délia 
(5.49), che esprime il valore dell'hamiltouiana H, va aggiunto il 
termine v X p. 

4. Onde d'urto. 
Un'ouda d'urto è generalmente costituita da uno strato di 

transizione, detto strato d'urto. molto sottile, delF ordine di pochi 
cammini liberi medi, taie da poterlo considerare una superficie 
di discontinuità attraverso la quale sono discontinui la velocità, 
la pressione, la densità, la temperatura, il flusso magnetico, ecc , 
oltre che le loro derivate. 

Le equazioni che definiscono le dette discontinuità attraverso 
il fronte d'urto si ottengono applicando i principi di conserva
zione délia massa, délia quantità di moto e deir energia, nonchè 
T equazione del campo magnetico; 
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Qui stabiliremo le dette equazioni riferendoci al caso più 
générale di un fluido viscoso, di conduttivita elettrica finita, in 
cui il calore si propaga sia per conducibilità che per irradiazione. 

Nel la valutazione dei salti chiameremo fronte del l 'onda la 
regione verso la quale il gas fluisce, mentre Taltra regione sarà 
quella a valle. Agl i elementi relativi a queste regioni apporremo 
rispettivamente gli indici 2 ed 1. 

Per stabilire le equazioni di discontinuità attraverso i l fronte 
di urto ricordiamo intanto che se F{x, y, z, t) è una funzione 
derivabile definita in una regione dello spazio contenente il domi-
nio D(t), limitato dalla superficie S\t) variabile col tempo t si ha I1) 

d i f dF f 
(5.51) dtj Fdz = l -dt

d' + j F-vXnd^ 
Dt) D((j '5(0 

dove n è il versore délia normale esterna alla superficie Sit), 
e v è la velocità dei punti di S[t). 

Inoltre, se il dominio D[t) è ottenuto portando sulle normali 
nei punti di una porzione qualsiasi s[t) di una superficie d'urto, 
da una parte e dall'altra, un segmento di lunghezza costante h, 
supposto che la funzione F sia discontinua attraverso la superficie 
s(t), e i valori sulle due facce di essa siano Fl. ed F2, r isulta (*\ 

(5.52) lim j-f j FdT= Ftivt— V)x nde— 

— / Fl{vl — V)X ndi, 
's(t) 

dove vLj e vt sono i valori di v sulle due facce dello strato 
d'urto e V è la velocità dei punti di s(t). 

Una relazione analoga sussiste se invece di un campo scalare 
F(P, t) si ha un campo vettorialie FiP, t). 

a) Ciô premesso il principio di conservazione délia massa 
contenuta nel dominio Dit) è espresso dalTequazione 

(5.53) S / F * = °> 
Dit) 

dove p è la densità del fluido. In virtù dolla (5.52) avremo 

j Piiv— V)Xnd? — j ?l{vï— V) X ndc = 0, 
s{t) -(f) 

(!) Cfr. E GrOUKSAT, Course d'Analyse, t. I, p. 665 (Paris, Gauthiers-
Villars, 1933). 

^2) Cfr. C. AaosTiNELiJ, Le equazioni fondamentali délie onde d'urto 
in magnetofluidodinamice* « Atti Accad. Se. Torino -, vol. 98 (1963*64). 



5 8 CATALDO AGOSTINKLLI 

da cui per l 'arbitrarietà délia porzione s(t) délia superficie d'urto 
considerata, si ha, in ogni punto di questa superficie 

(5-54) p.(i>, - V) x n - 9l(vl - V) x 0, 

che è 1' equazione di discontinuità dérivante dal principio di con
servazione délia massa 

b) I l teorema délia quantità di moto (o del momento), si de
duce da ir equazione del moto, che nel caso più générale di un 
gas viscoso e radiativo risulta 

l , ? dv , 1 

°-°°) dt =~~P g * ~~ Sradi>< + J r o t B A B + 
[A'AJI; + (À' + u')grad div«;. 

dove <t> è T energia potenziale dovuta aile azioni esterne, riferita 

a ir unità di massa; pt è la pressione totale, somma délia pres

s ione p del gas e délia pressione di radiazione pr = „ arT\ es

sendo a,, la costante di S T E F A N - B O L Z M A N N e T la temperatura 

assoluta; mentre X', tx' souo i coeff ic ient di viscosità. 
Integrando ambo i membri délia (5.55) rispetto al dominio 

variabile tenendo conto dell 'equazione di continuità, e applicando 
la (5.51), ne l la quale si ponga F = pv, con alcune trasformazioni 
si perviene alla equazione 

(r>'56' 21J 9vd~ = ~ / p g r a d *dr ~]{pt + 2jl) ndG + 

D(t) D{t) S(t) 

+ j f xndc+j^Vdivv + 2 a ' D ^ ) n d c , 

dove D -rp è la dilatazione delFomografia vettoriale -vp. 

La (5.56) esprime ii teorema délia quantità di moto. 
Passando al l imite per h — 0, applicando quindi la (5.52), e 

osservando che per la continuità délia forza esterna il limite del 
primo intégrale del secondo membro délia (5 56) è nullo, si ottiene 

/ riVt-{Vi— V)Xnda— t hVr(Vl— V) xndv = 

8(0 S(() 

B B B = -J [*+ 2^l'nda+ k x n 

S(*> 8(0 

+ J[x'dive+2u7) ^ j V d . , 

da + 
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dove col simaolo [F]\, si è indicato il salto Ft — Fx. Per Farbi-
trarietà délia superficie s(t) si deduce 

[ B* 
(5.57) ptVt*{Vi — V ) x n — Pi iv ( i> , - V ) x n== — h ) , + ç 2a n + 

+ BxnB + 
cil? 

Vdiv^ + 2 ^ ^ T p n, 

e questa è F equazione di discontinuuità dérivante dal teorema 
délia quantità di moto. 

c) Il teorema dell7 energia. Ricordiamo ora che, trascurando 
Y energia dovuta aile reazioni chimiche, o nucleari, l 'equazione 
dell'energia, nel movimento di un gas, risulta 

15.58) p » {CVT + i «* + * + ^-rJ = div (vv - ptv + x grad T + 

C \ 1 
+ ^ grad pA + - rot 5 X ('1 rot fi — i; \ fi) 

dove 

(5.59) W = V div v + 2/2) * n d » 
dP 

è l'omografia degli sforzi dovuti alla viscosità, r, = — è il coeffi
ciente di diffusività magnetica, x il coefficiente di conducibilità 
termica, Er = *àpr = a.2M è l 'energia di radiazione, c la velocità 
délia luce e 7 il cosidetto coefficiente di opacità. 

Integrando ambo i membri délia (5.58) rispetto al volume D(t), 
con calcoli analoghi a quelli precedentemente indicati e con op
portune trasformazioni. tenendo conto dell' equazione del campo 
magnetico 

(5.60) 
dB 
di + rot ( f i A i>) = ".*,*> 

si ottiene F equazione 

d i 
dt / [ f(c.T+J^+*) + JB,+f-]«fr=, 

W) 

(5.61) = / \Vv -P& + * 8 T a d ^ + jz gr»d Pr ) X nd<s + 

+ £ M f i A iB A w) - i rot fi A B + g fi* • wj X nda, 

«(*) 
che è T equazione che esprime il teorema delF energia. 

Passando al limile per h—*Q, quando il dominio D{t) tende 
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alla porzione s(t) délia superficie d'urto, per F arbitrarietà di 
questa porzione di superficie, si deduce 

2 

{vi—V)xn — 
2 

(5.62) 

(c.T+îp') + *r + g 

-[p(c.* + î , ' ) + * + £ 
= \Vv—PtV + * grad T + ^ grad p,. 

(vi — V)xn = 

x n + 

+ * [fi A {B A v) - u rot fi A fi + l B*v 

2 

x n. 
j i 

Questa è F equazione di discontinuità dérivante dal teorema 
delF energia. In essa si sono trascurati i termini dipendenti dalla 
energia potenziale <1\ poichè le forze corrispondenti sono conti
nue, tenendo conto délia (5.54). 

d) Consideriamo infine F equazione (5.60) del campo magne
tico. Integrandola rispetto al volume D(t), applicaudo quindi la 
formula (5.51), nonchè il teorema del rotore, si perviene alla 
equazione 

(5.63) j t j Bdx = j Bxn-vda+yif (rot B) /\ nde. 

D{t) Sit) S(t) 

Passando al limite, per F arbitrarietà di s{t) si deduce 

(5.63) B^ (vt — V) x n — B,{vx - V) x n = 
= [BXn-v]\ + *| [rot B\\ A /1 

che è F equazione di discontinuità del campo magnetico attraverso 
il fronte d'urto. 

Moltiplicando ambo i membri délia (5.63) scalarmente per n e 
indicando semplicemente con 7 la componente normale délia ve
locità dei punti délia superficie d'urto, si ha, con évidente sigui-
ficato dei si m bol i. 

[Bn(vn-V)Yl = [B„vn]l 
e quindi 

[BJt = 0, 
la quale mostra che la componente normale del campo magnetico 
e continua attraverso il fronte d' urto. 

Il sistema di equazioni (5.54), (5.57), (5.62) e (5*63) si puô scri-
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vere ora più semplicemeute 

lr(ru-V)]] = 0, 

b^-Viv^ + lPt+^n-^Wi 

(5 64) 

X' div v + 2/2) 
dv 
dP n, 

\ C r, 
= }Vv + y- grad T + y grad p..— - rot B /\ B 

[(*„- n f i ] ï - ^ M ; = ^[rotBnAn. 

x n, 

Se il campo magnetico è longitudinale, cioè B= B„n< il siste
ma délie prime tre equazioni precedenti si riduce esattamente a 
quello che si ha nell'ordinaria gasdinamica quando si tenga conto 
ancora delF effetto radiativo. 

§ 6. Genni di dinamica del plasma. 

1. Caso di un plasma molto rarefatto. 

Per un esatta descrizione del moto di una corrente di plasma 
occorrerebbe analizzare direttamente il fenomeno délia coll isione 
fra particelle di plasma composto di ioni, elettroni e particelle 
neutre. 

Xel caso perô di un plasma molto rarefatto, come avv iene nel 
caso délie alte température, il cammino libero medio per colli
sione è molto grande. In questi casi il moto di ioni ed elettroni 
del plasma sarà in larga misura dominato dalle forze elettroma-
gnetiche applicate e saranno trascurabili le interazioni fra le di
verse particelle e F influenza che il loro moto puô avère nel 
modificare la distribuzione del campo. 

Al moto di una particella carica individuale si puô allora ap-
plicare la legge di NEWTON, espressa, nella metrologia gaussiana, 
dalF equazione 

dv 
(6.1) m dt = e(f; + ^A*) 

dove m è la massa délia particella, e la sua carica elettrica, che 
sarà positiva o negativa secondochè si tratta di ioni o di elet-
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trône, v la velocità vettoriale délia particella, c la velocità délia 
luce, E Fintensità del campo elettrico e B quella del campo ma
gnetico. 

Dalla (6.1) risulta chiaro che la forza magnetica è per pend i-
colare alla velocità e quindi essa non produce lavoro sulla carica, 
dimodochè puô nascere una variazione di energia cinetica soltanto 
per azione del campo elettrico. 

Iuvero, moltiplicando ambo i membri délia (6.1) scalarmente 
per v si ricava subito 

(6.1) <* g w 1 j ! ) = e £ x W ) 

e se il campo elettrico è nullo si ha 

1 
^ mv* = cost ; v* = vj (costante), 

cioè F energia cinetica, e quindi la grandezza délia velocità del 
corpuscolo si mantiene costante, ed esso si muove sulla sua traiet-
toria di moto uniforme. 

Se il campo elettrico dériva da un potenziale <t> indipendente 
dal tempo, cosichè E = — grad *, F equazione (6.2) puô essere 
integrata e porge per F energia délia particella F equazione 

(6.3) âm v* + e4> = costante. 

2. CASO in cui eslste la funzione lagrangiana. 

Se i campi elettrico e magnetico sono variabili, in générale 
non vi è F intégrale delF energia, ma puô esistere una funzione 
lagrangiana £ data da 

1 e 
(6.4) 2 = ^mv*- e<D + - v x A 

dove A è il potenziale vettore del campo magnetico e 4> è il 
potenziale scalare del campo elettrico, cioè B = rot A, E = — 
— grad 4>. 

In questo caso F equazione del moto diventa • 

//> Ev dv e 
(6.5) m d t = " e g r a d 0 + cV A r o t A> 

ed essendo A e $> funzioni del punto P e del tempo t, essa dovrà 
ridursi alla forma 
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d 
(6.6) j t (grad, 2) — gradp £ = 0. 

Ora dalla (6.4) si ha 

e e d^K. 
grad„ C = m t + - i4. gradp 2 = - e grad ^ + - 2T -r^v, 

C C Ctx 

dove K , p è la coniugata (o trasposta) delFomografia vettoriale 

d A AT 

-v-p . Ne segue 
d dv e(dA dA \ 
dtteraâ°2) = m-dt + c-\^+dPV) 

e quindi, osservando che 

{d4-KË)0==rotA/\v> 
la (6.6) diventa 

dv 
'dt 

dA 
che si identifica con la (6.5) se —r- = 0, oppure se il campo elet
trico è délia forma 

E 

m — + e grad <l> + - f —ç + rot A /\ v) = 0, 

( g r a d * + ^ ) 

In questi casi esiste dunque la funzione lagrangiana espressa 
dalla (6.4). 

3. Esistenza di un intégrale dei momeuti. 

Osserviamo che se in un sistema di coordinate cartesiane orto-
gonali (xy y, z), la s è coordinata ignorabile, se cioè le compo
nenti del campo dipendono soltanto dalle coordinate, x, y, si ha 

dz 
0, e le equazioni del moto ammettono l ' intégrale dei momenti 

c2 . e 
(6.7) -r = wz + - A. = costante, 

ds c 

dove At è la componente secondo Fasse z del potenziale vettore. 
del campo magnetico. 

È utile considerare ancora il caso di un campo simmetrico 
intorno a un asse che assumiamo come asse z. 

In coordinate cilindriche r, <p, z, si ha ora 

(6.8) £ = ^ M(r« + r ^ f + » ' ) — e * + - ( r i l r + rçA® + 0ila) 
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?£ 
con — = 0. Si ha quindi l ' intégrale dei momenti 

d£ . e 
(6.9} — = mr*v + - rA»> = costante. 

cy c 
Se il campo magnet ico trasversale è nullo {Bc — 0), ponendo 

rAz = W, si ha 

(6.10) B = rot (T grad ?) = grad V A grad <p, 

Se inoltre questo campo dériva da un potenziale <!>*, taie che 
B = grad 4>*, la funzione <l>*(r, z) sarà una funzione armonica 
s immetr ica , soddisfacente cioè alF equazione 

(6.11) d i v f i - = A , * * = - 9 r - + V \ = 0 

e la funzione xi" sarà legata alla 1>* dalle relazioni 

(6.12) 
1 gV 90* 1 ô«- g<t>* 
r ?s ôr ' r dr oz * 

La XV sarà quindi la funzione associata di <l>* nel senso di 
B E L T R A M I , che dovrà soddisfare F equazione 

(6.13, r M- -)+^=0. 

Questa funzione, uguagliata a costante, fornisce, in ogni piano 
meridiano, le l inee di forza magnetica. 

I n questo caso F equazione vettoriale del moto diventa 

//. A A dv 
(b.14! m ^ - = 6 g r a d * + c U gr î ld ïI"~~dierad*) 
che in coordinate cil indriche r. <p, 0, dà luogo aile seguenti equa
zioni scalari 

... - / d* 1 dcp av\ 
v * ' \ cr^cdt dr/ 

d , • e du 
(6.15) mT (r'cp) d< l# - ' - ~ c dt 

/ f^ 1 dcp 5M \ 
\ cz x c dt cz J 

La seconda di queste porge l ' intégrale 

(6.16) mrl * + - M == c0 (costante) 
c 

che non è altro che F intégrale (6.9). dove rA% = {Y. 



MAG.VE'IOFLI'IDODINAMICA 6 5 

Ricavando » da questo intégrale e sostituendo nel le altre due 
equazioni esse si riducono aile seguenti 

a » 
mr = — r - / e<l> + .-r —i- [ 

<6.17) 

»• - . l ( f ' " ^ ) ' i 

che sono le equazioni del moto di un punto in un piano meri
diano (r, Z), soggetto ad una forza che dériva dal potenziale 

(6.18) rT j i ( c ° - e ê) ! 
& = — ) e * + o i -̂ I -

r 2 «ir* ' 
Essendo il potenziale 4> del campo elettrico e la funzione T del 
campo magnetico indipendenti dal tempo, le equazioni (6.17) am-
mettono F intégrale délie forze v ive 

(6.19) - m (r» + h*) — U = h (costante). 

Questo intégrale si ottiene anche osservando che F equazione 
del moto (6.14) ammette F intégrale (6.3), che si puô scrivere 

9 m ( r* + r*** + z1) + e4> = cost. 

El iminando cp per mezzo delF intégrale (6.16), si ha proprio 
la (6.19). 

4. Moto di una particella carica in un campo elettromagnetico a 
simmetria assiale. 

In questo caso, supposto che la densità délie eariche sia nulla, 
e che il moto délia particella non alteri la distribuzione del 
campo elettrico e del campo magnetico, dovranno essere verificate 
le equazioni di MAXWELL, 

(6.20) r o t f i = £ , U ^=, (6 20') div fi = 0 
C Ov 

<6.-21) votE=— 1 cB (6.22) div £ = 0 
c et 

dove £ è la costante dielettrica del mezzo e a la perméabil i té ma
gnetica che si suppongono costanti. 
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Se poniamo, come nel numéro précédente 

(6.22) B = rot [<F (P, *| - grad <p] = grad V A grad o, 

dove ora la funzione *F varia col punto P. e col tempo t, la (6.20') 
risulta identicamente soddisfatta. 

La (6.21) diventa quindi 

rot (E + \ Tt grad ;?) - °' 
che è soddisfatta ponendo 

~ 1 dyy 
(6.23) E = — TT grad © — grad 0 
con 1» altra funzione del punto e del tempo. 

Trattandosi di un campo a simmetria assiale il cui asse di 
simmetria assumiamo come asse z, indicando ora con p, cp, z 
le corrispondenti coordinate cilindriche, sarà *ïp = ^(p, z, t) e 
* = : * ( c f zy t). 

Prendendo allora la divergenza di ambo i membri délia (6.23), 
si ha 

div fi = — A8*, 

e la (6 22) risulta soddisfatta se <1> è funzione armonica. 
Assumendo <& = 0, e quindi 

1 TW 

(6.24) £ = _ - ° - grad cp, 

coi valori di B ed E espressi dalle (6.22) e (6.24), la (6.20) dà 
luogo al l 'unica equazione scalare 

(6.25) p ) + ^r — "V -TT ==6, 
1 ' r dp \p dp/ dz~ c2 a* 
che definisce la «7 in funzione di p, z, t. 

Ci6 premesso. coi valori (6.22) e (6.24) del campo magnetico e 
del campo elettrico F equazione del moto délia particella risulta 

dv e/dcp d*F \ 

<6-26> M id*=adïg r a d , r-^-s r a d*)' 
che coincide formai mente con la (6.14) quando in essa si 
ponga <t> = 0. 

L'equazione (6.26) ammette la funzione lagrangiana 

(6.27) £ = \mv*+ - W • ? = \rnip1 + pV + i») + - Wv 
a C £ ' C 
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ed esiste F intégrale dei moment i 

c° • e 
(6.28) 7 = ms** + M" = cft (costante). 

Non esiste perô F intégrale delF energia, essendo la funzione u" 
esplicitamente dipendente dal tempo, come risulta dalFequazione 
(6.25) che la definisce. 

Ma per mezzo delF intégrale (6.28) il problema si riduce ancora 
a un problema piano, e précisa mente al moto di un punto di massa 
m sul piano (r, z) sollecitato da una forza dérivante dal potenziale 

1 ( C " - e c ) 2 

(6.29) U-- ï 2 m p 

§ 7. La dinamica del plasma dal punto di vista délia teoria 
cinetica dei gas. 

1. lutroduzione. 

Per un più accurato esame del moto di una corrente di plasma, 
costituito da un gas ionizzato, composto di un gran numéro di 
particelle cariche e neutre, è necessario considerare il moto di 
queste particelle dal punto di vista délia teoria cinetica dei gas. 

La generalizzazione delFordinaria teoria cinetica dei gas al 
caso di un plasma è uno dei più importanti problemi che è ancora 
nella sua fase di sviluppo. In questo studio si fa Fipotesi del 
caos molecolare, supponendo che le particelle. le cui velocità 
appartengono a un certo rango. siano, in ogni istante. distribuite 
indipendentemente dalla posizione e velocità délie altre particelle. 

Poichè le particelle di un gas ionizzato si attraggono o si 
respingono, ne nascono fra di esse délie interazioni molto corn-
piicate. Per un gas molto rarefatto le influenze fra le varie parti
celle sono piuttosto piccole, ma cosi non è se il gas è denso e le 
particelle sono strette le une aile altre. 

In questa teoria il gras è supposto di essere un aggregato di parti
celle muoventesi rapidamente e queste particelle si ritengono ri
gide, di diametro infinitesimo. ma di massa fini ta, continua-
mente in collisione F una con Faltra, con scambio di energia. 

La struttura di un mezzo gassoso puô essere caratterizzata 
dal suo commino libero, che è la distanza che le particelle per-
corrouo fra le collisioui. Ma la distribuzione délie velocità istan-
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tanee e délia densità è in générale lontana dalla uniformità, per 
cui si puô considerare soltanto la média statistica di queste quan
tità, invece dei valori istantanei. 

La média statistica del cammino libero è quella che vien 
chiamata cammino libero medio, che è uno dei parametri più im
po r t an t nella teoria cinetica dei gas. Se il cammino libero medio 
è molto piccolo in confronto di una lunghezza caratteristica L 
del campo in cui si svolge il moto, abbiamo le ordinarie condi
zioni délia gasdinamica, in cui il gas puô essere considerato come 
un mezzo cont inue Se invece il cammino libero medio non è 
trascurabile in confronto di L, allora nello studio dei problemi 
di corrente puô essere preso in considerazione il carattere discreto 
délie particelle del gas. 

Jn questo caso si ritiene sufficiente considerare soltanto urti 
binari fra le particelle. È da osservare perô che, essendo le parti
celle immerse in un campo di forze, quando due di esse si avvi-
cinano strettamente i loro cammini saranno influenzati dalla 
presenza délie altre particelle e puô non aversi una vera colli
sion e, ma come si suol dire un incontro. 

Nel caso di un plasma le azioni elettromagnetiche tra le parti
celle cariche, per effetto delF azione schermante degli ioni e degli 
elettroni, dànno luogo ad incontri, mentre Fipotesi délie collisioni 
binarie diventa sospetta, poichè allora in corrispondenza di colli
sioni dette azioni diverrebbero infinité. 

2. Spazio délie velocità e funzione di distribuzione. 

Le particelle di un plasma, come le molecole di un gas, si 
muovono molto rapidamente e la loro velocità média è delFordine 
délia velocità del suono nel mezzo che si considéra. Perô, poichè 
costantemente avvengono collisioni o incontri, la variazione délia 
velocità fra le varie particelle puô essere grande e per una stessa 
particella puô variare da zéro a diverse volte il valor medio. Per 
la descrizione di un taie moto è utile perciô introdurre, per cia
scuna specie di particelle, una funzione di distribuzione délie 
velocità, e considerare per questa funzione F equazione di BOLTZ-

MANN. che è fondamentale nello studio délia teoria cinetica dei 
gas. 

Per definire opportunamente la funzione di distribuzione, che 
indicheremo con f, oecorre intanto considerare lo spazio délie 
velocità. Se con riferimento ad una terna di assi cartesiani orto-
gonali (x, y, s), con l 'origine in un punto 0, indichiamo con x, 
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y, z, le coordinate di un punto P e con r = P — 0 il vettore di 
posizione di P, le componenti di r sono ovviamente x, y, z. Indi-
cheremo ancora sempïicemente con dr un elemento di volume con 
centro in P, costituito da un parallélépipède elementare cogli 
spigoli paralleli agli assi. 

La velocità di una particella sarà indicata con V, e il vettore 
V puô essere considerato come vettore di posizione di un punto 
nello spazio délie velocità. Questo punto, le cui coordinate sono 
uguali aile componenti cartesiane di V, puô essere chiamato il 
punto velocità délia particella. Un elemento di volume nello spa
zio délie velocità, nelF intorno di V, lo indicheremo con dV. 

Le componenti (x, y, z) del vettore di posizione r, e le compo
nenti (Vx, Vy, V.) del vettore velocità V possono essere conside-
rate le coordinate di un punto dello spazio délie fasi a sei 
dimension i. 

In un mezzo continuo la densità in un punto r è definità come 
dm 

il limite per dr-—0 del rapporto -r- , essendo dm la massa conte-

nuta nelF elemento di volume dr. 

Ma applicando questa definizione al caso di un gas, o di un 
plasma, costituito da un numéro discreto di particelle si avrebbe 
una densità fluttuante rapidamente da punto a punto. In questo 
caso occorrerà procedere come segue : 

Supponendo che le particelle siano tutte simili, o cousiderando 
particelle tutte di una stessa specie, definiamo intanto un ele
mento di volume « fisicamente piccolo» dr, che sia sufficiente-
mente grande da contenere un grau numéro di particelle, ma che 
sia sufficientemente piccolo in confronto délia scala di variazione 
délie quantità fisiche del gas. Allora la média délia massa del 
gas contenuta nelF elemento di volume dr. fatta sopra un inter-
vallo di tempo dt, piccolo in confronto délia scala temporale di 
variazione délie quantità fisiche. sarà proporzionale al volume dr 
delF elemento e indipendente dalla sua forma. Questa média pos-
siamo indicarla con pdr, e allora p è la deusità di massa. 

Analogamente la média nel tempo dt del numéro di particelle 
contenute in dr sarà proporzionale a dr e puô essere indicata 
con vdr, dove v è chiamatato il numéro densità. Se m è la massa 
di queste particelle avremo quindi 

(7.1) p = v»n. 

Il numéro probabile di particelle che al tempo t sono si tua te 
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nel volume elementare dr} nelF intorno di r, ed hanno velocità 
comprese nell ' intorno dV di V, è délia forma 

(7.2) f(V, r, t)drdV. 

La funzione f, che dipende dal vettore di posizione i\ dal 
vettore velocità V, e dal tempo t. è chiamata la funzione di distri
buzione délie velocità, ed ogni risultato che dipende esplicitamente 
da f è una média caratteristica del gas. 

I l numéro totale di particelle conteuute nelF elemento di vo
lume dr si otterrà integrando Fespressione (7.2) sopra lo spazio 
délie velocità. 

Questo numéro è, per le posizioni fatte, vdr, e pertanto si ha 

(7 3) v = | f i K r , t)dV. 

Se ora <&(V, r. t) è una funzione del vettore V, come pure 
del vettore di posizione r e del tempo t, rappresentante una 
quanti tà fisica, e consideriamo la média temporale délia somma 
dei valori di O per le vdr particelle contenute nelF elemento dr, 
questa média per definizione è data da vdr.Q>, dove (D è il valore 
medio di tî>. Poichè il contributo alla somma dei valori di <J> 
dovuto dalle particelle delF elemento dr. con velocità comprese 
nelF intorno dV di V, è dato da f&dVdr, con integrazione sulio 
intero spazio délie velocità abbiamo 

vdr.<D= drjf&dV 

e quindi il valore medio délia quantità O è dato da 

(7.4) $ -= J / f<&dV=lf<S>dVj f fdV. 

In particolare la velocità média v délie particelle del gas sarà 
data da 

(7.5) IffVdV. 
Osserviamo che se indichiamo con C la velocità relativa di 

una particella rispetto a un sistema di assi mobili con velocità 
média v, poniamo cioè C = V—v, la C è chiamata velocità pecu* 
liare délia particella. Il valore medio délia velocità peculiare di 
tutte le particelle contenute in un elemento dr, è nullo per defi
nizione. 

Se ora nello spazio délie velocità cambiamo F origine delïe 
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coordinate ponendola nel punto v, poichè risulta 

f(V,r, t)dVdr = f(C + v, r,t)dCdr, 

abbiamo anche 

(7.3') v = J f(C, r t)dC 

Se il gas è una miscela di diverse specie di particelle, come 
avviene per un gas ionizzato, ovvero per un plasma, si definisce 
una funzione di distribuzione per ciascuna specie di particelle. 
La funzione di distribuzione per le particelle délia specie s,mi 

sarà indicata con fs. In tal caso le relazioni (7.3), 7.4), (7.5) sussi-
stono ancora per f—fs. 

3. L'equazione di Boltzmann, 

L'equazione alla quale soddisfa la funzione di distribuzione f 
fu dedotta per la prima volta da BOLTZMANN e porta perciô il 
nome di equazione di BOLTZMANN. Per stabilire questa equazione 
si suppone che solo le collisioni e gli incontri binari siano impor
tante, ed inoltre che ogni particella sia sollecitata da una forza F 
indipendente dalla velocità. 

Se si considerano le particelle che in un istante t occupano il 
volume drdV dello spazio délie fasi, il cui numéro è quiudi 
f{V, r, t)dVdr, dopo un intervallo di tempo tut occuperanno un 
volume nelF intorno del punto r + V&t, V+ F&t, e il loro nu
méro sarà 

f(V + FA*, r + VM, t + M).dVdr. 

La differenza rappresenta la variazione di particelle per colli-
sione, dell'insieme originario, nel tempo M. Dividende) per A$, e 
passando al limite per A£-*0, si ha F equazione di BOLTZMANN, 

<M) % + grad, f X V + grad vf X F = ( g ) ^ 

il cui secondo membro rappresenta la variazione per collisioni o 
incontri, del numéro délie particelle délia classe (V, V + dV), 
per unità di volume nello spazio reale di un volume dr, nello 
intorno délia posizione r e alFistante t. 

Nel dedurre la (7.6) abbiamo supposto che la forza F sia indi
pendente da V. Fortunatamente per un gas ionizzato, in cui è 
présente un campo magnetico, si dimostra che la forza di LORENTZ 

V A B lascia invariata F equazione (7.6). Perciô F equazione .di 



72 CATALDO A G O S T I N E L L I 

BOLTZMANN per un gas costituito di ioni di massa m, trasportanti 
una carica elettrica e, e soggetto a un campo magnetico B, è 

(7.7) | + gradr f X V + t g r a d ,fX(£ + ^Ag)== g j ^ 

dove E è il campo elettrico espresso in unità elettromagnetiche. 
Nel caso in cui il gas è costituito da una miscela di particelle 

di diversa specie ed fs è la funzione di distribuzione délie parti
celle di specie sma, per ciascuna f8 sussiste F equazione di 
BOLTZMANN 

(7.8) df, J+^xK+^xF,.^ 
Se indichiamo con Vsl1 VS2, V33 le componenti cartesiane di VY 

e con Fau Fs2, F3a quelle délia forza F3< F equazioue (7.8) equi-
vale ovviamente alla 

(7-8') *+ig7.t+k grF«-m 
dt »=i oxi i==1 $vsi Vas/con. 

Lo scopo principale délia teoria cinetica dei gas è di deter-
minare, risolvendo F equazione di BOLTZMANN, la funzione di 
distribuzione fs per ogni specie di particelle, supponendo asse-
gnati i termini di coilisione. 

Nel caso di un plasma oecorre tener conto simultaneamente 
délie equazioni di MAXWELL del campo elettromagnetico, in cui 
la densità di corrente elettrica è data da 

(7.9) / = L s v î y , = 2 e3 IfsVsdVs, 
S=rl 3-1 J 

dove es è la carica délie particelle di specie sma. 
La questione si présenta perciô molto complicata e difficile. 

Tuttavia F equazione di BOLTZMANN è molto utile per lo studio 
di due importanti aspetti délia dinamica del plasma. In primo 
luogo le equazioni fondamentali del movimento di un plasma dal 
punto di vista macroscopico possono essere dedotte dalF equazione 
di BOLTZMAMN come una prima approssimazione e si possono 
quinti ottenere délie informazioni sulla validità di dette equa
zioni fondamentali. I n secondo luogo F equazione di BOLTZMANN 

puô dare valide informazioni sui cosidetti coefficient! di trasporto, 
come ad esempio il coefficiente di conduttivita elettrica, di con
duttivita termica, ecc. NelFanalisi macroscopica questi coefficient! 
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di trasporto sono semplicemente introdotti come funzioni note di 
quantità fisiche délia dinamica del plasma, ed essi possono essere 
determinati per mezzo délia teoria cinetica. 

4. Distrlbiizioiio mnxnelliana. 

In générale, come si è già detto, la risoluzione delF equazione 
di BOLTZMANN. per la funzione di distribuzione, è molto difficile. 
Essa è stata determinata in modo esatto soltanto nel caso di una 
distribuzione maxwelliana. Questa funzione rappresenta in tal 
caso uno stato di distribuzione uniforme e staziouario di un gas 
e sussiste nelle ipotesi che il gas consista di una sola specie di 
particelle, che su di esse non agiscano forze di massa e che le 
collisioni siano solo biuarie. 

In questo caso la funzione di distribuzione è indipendente dal 
tempe e dal vettore di posizione r, e si trova che è délia forma 

(7.10) f=Ae-hC2> 

dove A ed h sono délie costanti che possono essere determiuate 
in termini délia temperatura del gas e del numéro di densità. 

Con riferimento a coordinate polari nello spazio [délie velocità 
[C. 3\ *), F elemento dC in questo spazio è dato da 

dC= C2dC senfl-dMp, 
con 

0 < C < o o . 

Quindi in virtù delF equazione (7.3') abbiamo 
0 0 71 2TT 

v = f f(C)dC = [Ae-w&dC j sen & d* j d* = A (j\l 
0 0 0 

(h\l 
la quale fornisce per la costante A il valore A = i-\2 v. 

La temperatura cinetica del gas per definizione è data dalla 
equazione 

(7.11) lkT= ImC* 

dove m è la massa délie molecole e k è una costante assoluta, 
detta costante di BOLTZMANN, il cui valore è 1,372-10-16 erg per 
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grado. Eicordando la (7.4) si ha inoltre 

C* = *[fC>dC=^l e-»c*C*dC-à* = 

3 ̂ A _ A 
V/12 

e quindi per la (7.11) h = -^T, e infine 

,& ~ f m \a ***& 
{7A2) " ^ - " ( â ï S * ) " ^ * 
che è la nota funzione di distribuzione maxwelliana. Nel caso di 
un gas non uniforme la soluzione delF equazione di BOLTZMANN 
puô essere trovata col metodo délie perturbazioni ponendo in 
prima approssimazione 

f = /oU + <î>) 

dove fQ è la funzione di distribuzione maxwel l iana e <ï> è, in 
valore assoluto, molto piccola in confronto delF unità, 

Sostitoendo nelF equazione di BOLTZMANN e trascurando i ter
mini di ordine superiore al primo rispetto a 4>, si ottiene una 
equazione in ¢) l inearizzata che puô essere risolta 

5. Le equazioni di trasporto per un gas completaniente ionizzato. 

Per mezzo delF equazione di BOLTZMANN si possono dedurre le 
equazioni di trasporto, o di conservazione, per le diverse specie 
di particelle di cui puô essere composto un gas. Esse sono Fequa-
zione di continuità, F equazione del moto e F equazione delF energia. 
Ci l imiteremo qui a considerare F equazione di continuità e Fequa-
ziono del moto e per semplicità ci riferiremo al caso di un gas 
completaniente ionizzato, composto di soli ioni positivi che iudi-
cheremo con F indice 1, e di elettroni che indicberemo con Findi-
ce "2. Indicheremo ancora con v, e v2 i numeri densità, e con w , , 
m% le masse molecolari. 

Le densità degli ioni e degli elettroni saranno quindi 

(7.13) ç, = Vjm-j, pt = v tm,. 

Cosi pure indicheremo con Vx e V2 le velocità degli ioni e 
degl i elettroni e con vx e y , i loro valori medi. 
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Il numéro densità v del plasma, la sua densità di massa p e 
la velocità média v sono définiti dalle equazioni 

(7.14) v = v 1 + v t , ? = ? i + r t 

(7.15) pv = pxVx + nVt 

Le velocità peculiaii Cx e C, degli ioni e degli elettroni sono 
date da 

(7.16* C 1 = V 1 - c ; , C ^ V , — v 

e i loro valori medi sono 

(7.17) 1 0 , = 0 , - 0 , 11-, = 0 , - 0. 

In virtii délia (7.15) risulta 

(7.18) F iW i+ ^ , = 0. 

Se f i ( V i , r, <), A<V, , r, i) sono ora le funzioni di distribu
zione délie velocità degli ioni e degli elettroni le corrispondenti 
equazioni di BOLTZMANN sono 

(7.19) jf + gradP f . x V . f grad v& fsxFs = ( J ) c o U ; (s = *i 2) 

dove Fi ed F , rappresentauo le forze riferite alF unità di massa 
agenti sugli ioni e sugli elettroni. 

Se queste forze sono dovute a un campo gravitazionale G, a 
un campo elettrico E, e a un campo magnetico B, si ha 

(7.20) F, = G + 5- (£+ V, A B), £ s= G + J ( £ + V, /\B), 
'Ht. #« ' , 

essendo eI = Ze. es = — e, le cariche portate rispett ivamente da 
un ione e da un elettrone. 

Moltiplichiamo ora ambo i membri delF equazione (7.19) per 
una funzione <£>s(Vi), che esprime una proprietà molecolare délie 
due specie di particelle del plasma, che suppouiamo indipendente 
da r e da t. e integriarno rispetto allô spazio délie velocità V3 : 
supposto che tutti gli integrali couvcrgauo, otteniamo | l ) 

hF • 
(1) Si osservi che -~l = 0, e quindi 

C 1 si 

J9, gr&dv* fsXFsdV<= S f . l / - ^ 1 dVs = I j-^(f&tFjdV,-

» C g * . 3 toc » ô*v s ?<!>» 

1=1-/ CKS» 4 - 1 ^ ^ i = i CI>{1 * = 1 c * ** 

poichè la fs si annulla all'infinito. 
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i / , «S » . i » ... ^T-ÎF-> î .. 3$> (7 21) - (v.<&.) + 2 -£ ( » . * . Ksi ) - ï. vs - £ i F, 
%-i W *=i èVn 

/*•(§• ) rfVs 
/col l . 

il cui secondo membro rappresenta la variazione del valore medio 
di «l>8 dovuta aile collisioni. 

a) Se poniamo *&3 = 1, questo secondo membro risulta nullo, 
poichè il numéro densità degli ioni e degli elettroni rimane inva-
riato per collisioni, e si ha allora 

(7.22) j ! + div (v,*,! = 0 , (s = 1, 2) 

dove 

La (7.22) è F equazione di continuità per ciascuno dei costituenti 
del gas. Moltiplicando ambo i membri di questa equazione per mK 

e sommando si ottiene 

ft + div (ci;) = 0 

che è F equazione di continuità délia massa del plasma considerato 
nel suo insieme. 

b) L'equazione del moto per ciascuno dei costituenti del 
plasma si ottiene pouendo nella (7.21) <J>, = m v V, e risulta (l) 

(7.23) ~{psV) + -t (csi0,) + grad [pjt(v, v )] + 

+ grad[p,JC(0, w,)] + grad [G.JC(-ZJ«, 0)] + g r a d P s — 

- P.G - Pes(E+ 0S A B)= fmsVs (¾) dVs 
dove 

P I = v.w i3f(C,- Ci) = pJC(C, C ) 
è Fomografia di pressione per le particelle di specie sma, inoltre 
?es=v s e s è la densità délie cariche eA.. 

(*) Si asservi che si hanno i seguenti valori medi : 

4>ç = mv Kv = msvv = m4n -+- w.vw 

<!>,v K* = msK ( V*, Vy) = m,K iv, v) 4- meK{v, ws) 4- w* K (v*. v) -h 

2 âr~ **' = msFy = m s C +- e* (E + Wv A £)> 

essendo H(C,. Cv) il valor medio Uella diade Jf(Cv, C,). 
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Sviluppando i gradienti délie diadi, e tenendo contodelFequa
zione di continuità (7.22), moltiplicata per m>, F equazione (7.23) 
si puô scrivere 

,- r tiv rcv , ^0 \ , c d(psi0S) 

d0 _ 
+ ^ (p.i0t) + P*i0* div 0 + grad P s — 

— ?>G - PesŒ +vtAB)=J m. Vs fê)coll d Vi. 

Sommando questa equazione per gli ioni e gli elettroni e osser
vando che la somma dei secondi membri è nulla, poichè la quan
tità di moto risultante degli ioni e degli elettroni resta inalterata 
per collisioni, con riguardo alla (7.18), si ottiene 

(7.25) ç g + d r " ) + g r a d p - ? G - f . £ - / A f i = 0 , (P=Pi+Pi)^ 

che è F equazione del moto d'insieme del plasma. 
Ordinando opportunamente i termini delF equazione (7.24) e 

tenendo conto delF equazione di continuità W.22), essa si puô scri
vere ancora nella forma 

<7-26> ^ - + ^ ) + ^ ^ - ^ -

-<ME + v. A B)=fnl,V^coiidVs 

dove P&* — Pi — ps3C(i0s, w$) è il tensore, o Fomografia, délia pres
sione relativa. 

La (7.26) si puô considerare F equazione del moto di una parti
cella riferita alla locale velocità média 0S délia stessa particella. 

Un' esatta valutazione dei termini di collisione del secondo 
membro délia (7.26) puô essere effettuata soltanto considerando in 
modo dettagliato il fenomeno di collisione. Ma la questione si pré
senta molto complicata. Tuttavia una valutazione approssimata puô 
essere ottenuta mediante la considerazione del tempo di rilassa-
mento T, che corrisponde al tempo medio fra due successive col-
lissioni di un elettrone con un ione. In tal caso si puô scrivere 

(ëf'\ = 
\ ^ / c o l l . 

A l 0 ) - f. 

dove fs
(0) è la funzione di distribuzione maxwelliana délie velocità 

per ciascun costituente del plasma. Allora, con calcoli che per 
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brevità non riportiamo. si trova in via approssimata, 

MÏ). O U . - < • 

dove nel secondo membro va preso il segno — per gli ioni (s=l) , 
e il segno + per gli elettroni (s = 2). L* equazione (7.26}- diventa 
pertanto 

(7.27) Ps (§ + ^ Vs ) + grad Ps* - p5G -

-pes(E+Vs /\ « ) = q F ^ ( » . - » , ) , (« = 1,2) 

L'equazione (7.27} è F equazione del moto di un ione o di un 
elettrone in un gas completamente ionizzato, ed essa è fondamen
tale in questa teoria. 

6. Corrente elettrica in un plasma. 

Per finire è opportuno considerare ancora la densità di corrente 
in un plasma, che in virtu délia (7.9) è definita dalla 

(7.28) I=e\Zvxvt - v808) 

dove e è la carica di un elettrone (in valore assoluto), e Ze è la 
carica di un ione positivo. 

Introducendo la densità di carica p, di un gas, definita dalla 
relazione 

(7.29) p, = ( ^ - ^ ) 6 

e utilizzando le equazioni (7,17), la (7.28) si puô scrivere 

(7.30) / = ce0 + i, con i = e\yxZwx - v t u g 

Avendo riguardo alla (7.18) si trova 

p \mx m2r ' 

e si riconosce, in base alF equazione (7.27), che una corrente elet
trica puô essere prodotta da forze esterne (come ad esempio un 
campo elettromagnetico), dal gradiente di pressione e dalFinerzia 
délie cariche. 
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