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Onde viaggianti ed equazioni di reazione-convezione.

CORRADO MASCIA

Nella tesi di dottorato ho studiato il comportamento qualitativo delle soluzioni
entropiche del problema di Cauchy per equazioni di reazione-convezione del
tipo

1)
u(x, 0) =up(x)eR zekR.

{ u+ 9, flu) =gu) (x,t)eRx (0, »),
In particolare ho rivolto I'attenzione per la maggior parte del lavoro allo studio
dei profili asintotici per tempi grandi.

Il problema (1) & una versione semplificata di modelli fisici pili complessi che
emergono in vari contesti applicati. Le due funzioni f e ¢ che determinano la strut-
tura dell’equazione rappresentano, rispettivamente, fenomeni di convezione e di
reazione presenti tra le quantita in considerazione.

La combinazione del termine convettivo e di quello reattivo da luogo a feno-
meni pit complessi rispetto agli effetti di pura convezione e pura reazione, e,
quindi, non prevedibili se non si considera I'interazione dei due termini. L’equa-
zione (1) gode della proprieta di tenere conto dei due effetti, reazione e convezio-
ne, e di avere, nonostante la sua forma relativamente semplice, un’ampia famiglia
di soluzioni d’onda. L’analisi del ruolo di queste onde nel comportamento genera-
le delle soluzioni di (1), della loro stabilitd e delle loro possibili interazioni, oltre
ad essere interessante di per sé, pud dare indicazioni sul tipo di analisi da attuare
per studiare casi pit generali e modelli applicati specifici.

L’equazione in (1) & un’equazione quasilineare del primo ordine di tipo iperbo-
lico. E noto che la struttura nonlineare dell’equazione impedisce I'esistenza di so-
luzioni globali classiche per il problema di Cauchy (1) anche se il dato iniziale u, &
regolare (vedi [4]). Questo accade indipendentemente dalla presenza di g. E pos-
sibile, infatti, che il gradiente della soluzione diverga in tempo finito in qualche
punto del dominio in considerazione. Per avere esistenza, unicita e dipendenza
continua dai dati si introduce il concetto di soluzione entropica, che rappresenta,
tra tutte le soluzioni deboli, quella «fisicamente accettabile» (vedi [2]).

La tesi si occupa delle proprietd qualitative di queste soluzioni entropiche.
Prima di tutto ho affrontato il caso di flusso f convesso, lasciando maggior liberta
alla funzione g (per semplicitd, ho supposto g con zeri semplici). In queste ipotesi
la teoria delle caratteristiche generalizzate, introdotta in [1], permette un’analisi
estremamente precisa e dettagliata. Ho considerato il dato iniziale u, del tipo per-
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turbazione del dato di Riemann

w <0,
ué*(x)={ :

u, =0,

per qualche u;, #, € R in modo che u, «mantenga le proprieta all'infinito del dato
ud®», ovvero che esista L > 0 tale che l'insieme uy(— %, —L) sia contenuto nello
stesso dominio di attrazione dello zero di g che contiene anche u;, e che uy(L, +«)
sia contenuto nello stesso di «,. In questa parte ho seguito la strategia del la-
voro [3], in cui si erano considerate perturbazioni a supporto compatto del dato di
Riemann.

Il comportamento per tempi grandi della soluzione & rappresentato una fami-
glia di onde viaggianti, cioe di soluzioni del tipo

u(x, t) =¢(@—ct), (ceR),

che sono non interagenti, cioé ordinate secondo le loro velocitd di propagazione c.
Enuncio una versione semplificata del Teorema sul comportamento asintotico.
(Uso la notazione a Ab:=min{a, b} e aVb:=max{a, b}).

TEOREMA 1. — Siano g(u;) = g(u,) =0 con g'(w) e g’ (u,) negativi, e sia u, tale
che uy(R) C [y Aty wy VU, 1, ug(2) = u; per ogni € < —L e ug(x) = u, per ogni
x =L per qualche L > 0. Sia u la soluzione entropica del problema di Cauchy
).

(1) Se u; > u,, allora esistono T>0 e §,eR tale che u(x, t) = ¢p(x — ct) per
ognit t=T dove ¢(&) :==u; se E<E&y e ¢p(&) :=u, se E=E,.

(2) Se uy < u,, detti u =w; <wy < -+ <Woy, 41 = U, gli zeri di g in [uy, u,], esi-
stono n onde viaggianti ¢ ;(x —c;t) (t=1, ..., 1) con ¢;=f"(wy;), ¢p;(— ) =
Wos_1, Ps(+ ) =wy; . tali che v(x, t) :=w; .1 N\ w;Vulx, t)) converge quasi-
uniformemente a ¢ ;(x —c;t).

La convergenza quasi-uniforme & dovuta al fatto che le onde viaggianti limite
possono presentare punti di discontinuita. Nel caso in cui ¢ € C(R), la convergen-
za € uniforme.

In generale la famiglia di onde non interagenti non & univocamente determi-
nata dagli stati asintotici u;, u,. L'unicitd del profilo asintotico si pud recuperare
in un senso opportuno: in collaborazione con C. Sinestrari (vedi [3]), abbiamo di-
mostrato che esiste una classe di dati iniziali ampia (intersezione di aperti densi in
L") che genera soluzioni il cui profilo asintotico & lo stesso del problema di Rie-
mann non perturbato.

Dato che le onde viaggianti del problema (1) sono I'elemento chiave per indivi-
duare il comportamento asintotico, nel Capitolo 3 ho studiato in modo approfondi-
to tali soluzioni, ancora sotto l'ipotesi di convessita, determinandone esistenza,
regolaritd e carattere di stabilitd. Per brevitd, ometto il contenuto di questa
parte.



ONDE VIAGGIANTI ED EQUAZIONI DI REAZIONE-CONVEZIONE 113

Per dimostrare i risultati suscritti & indispensabile ipotizzare che la funzione
f' sia strettamente crescente. L’ipotesi di convessita di f implica proprieta forti
sulla struttura delle soluzioni entropiche che permettono facilitazioni tecniche
non banali. A priori non ¢’¢ nessun motivo per cui, nel caso in cui non valga la mo-
notonia di f', non debbano valere analoghe proprietd per il comportamento
asintotico.

Gli ultimi due Capitoli sono dedicati proprio all’analisi del caso di flusso f non
convesso. Se si tralascia l'ipotesi di convessitd, gid per il problema di Riemann
(che nel caso convesso pud essere risolto esplicitamente) la situazione diventa
estremamente pill complicata. Per questo motivo ho studiato questo problema
sotto ipotesi pili generali sul flusso, restringendo I'attenzione ad una funzione di
reazione g con una struttura particolare.

Ho dimostrato che esistono, anche in questo caso, onde viaggianti che connet-
tono gli zeri di g, generalizzando ’analogo risultato del caso convesso.

TEOREMA 2. — Sia fe C*([0, 1]) con un numero finito di cambi di convessita,
e sia g e Lip([0, 1]) tale che g(0) =g(1) =0 e g(s) >0 per ogni se (0, 1).

Allora esistono onde viaggianti ¢(x —ct) con ¢ monotona e ¢(— ) =0,
¢(+ o) =1 se e solo se la velocita c dell’'onda é tale che

. . Sf(8)—f(0)
inf —m ——.

CSCy '=
TR 0,11 5—0

Inoltre, fissata la velocita, il profilo ¢ dell'onda é unico.

Passando allo studio del comportamento asintotico del problema di Riemann,
ho dimostrato che il dato iniziale uy =y, , ., (x; denota la funzione caratteristica
di 7) evolve verso 'onda viaggiante che connette 0 con 1 con velociti estremale c .

Nel seguito, indico con u® = % (x, t) la soluzione di entropia del problema (1)
con %y () = X (9, 1 )(®) € con ¢, = ¢4 (&) il profilo d’onda di (1) con ¢ ,(— =) =0,
¢(+ ) =1, velocita c, e supp ¢, =1[0, + ).

TEOREMA 3. — Siano vere le ipotesi del Teorema 2. Inoltre, se c 4 =f'(0), sia
f'/ge L0, €) per qualche &> 0.
Allora, per ogni € >0, esiste un insieme N, con mis N, < ¢ tale che

Jm [ fC+ eyt )= 62 Oll= @y =0.

Nel caso non convesso le caratteristiche generalizzate non possono essere pitl
utilizzate (se non in casi particolari). Per questo motivo I'approccio che ho utilizza-
to & stato diverso da quello dei lavori precedenti e si & basato sull'uso dei teoremi
di confronto, tramite la costruzione di opportune sopra- e sottosoluzioni.

Nell'ultimo Capitolo della tesi, ho considerato ancora il caso di flusso
non convesso, sotto ipotesi piii generali sulla funzione g. In questa parte,
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ho dimostrato due risultati principali: uno di regolarizzazione della soluzione
ed uno di comportamento asintotico.

11 risultato di regolarizzazione generalizza una proprieta ben nota del proble-
ma (1) con flusso convesso: dati iniziali crescenti danno luogo a soluzioni continue.
Nel caso non convesso questa proprieta non vale e possono comparire discontinui-
ta. Sotto ipotesi aggiuntive, ho dimostrato che le soluzione con dato iniziale cre-
scente diventano continue in tempo finito.

Le ipotesi che assicurano la continuitd sono collegate alla struttura delle onde
viaggianti del problema. Infatti si assume che f e g siano tali che ogni onda ele-
mentare che connette zeri di g sia continua (inoltre occorre ipotizzare anche che
f' sia strettamente crescente vicino agli zeri di g).

TEOREMA 4. - Sia g € Lip(R) con zeri isolati, sia fe C*(R) tale che f' é stretta-
mente crescente in un intorno di ogni zero di 9. Infine, per ogni S = (s;, S;) con
81, 82€{g=0} e 0¢9(S), se g(S)>0 siano f'(s)>f"(s;) e (f(s)—f(sx)s—sz) <
f'(s2) per ogni seS, se g(S) <0 siano f'(s) <f'(sy) e (f(s) = fls))(s —s1) =
f'(s1) per ogni seS.

Allora, se uy é monotona crescente, esiste T > 0 tale che la soluzione di (1) é
continua per ogni t=T.

Riguardo al comportamento asintotico ho esteso un risultato analogo a quello
del caso convesso. Ho dimostrato che un’ampia classe di dati iniziali evolve verso
una famiglia di onde viaggianti non interagenti; queste onde sono la generalizza-
zione di quelle del caso convesso. Occorrono, perd, restrizioni sulle funzioni fe g,
e sul dato iniziale u,: si richiede che le onde asintotiche di (1) siano tutte continue
e che i dati iniziali non abbiano oscillazioni attorno agli zeri di g. L’enunciato fina-
le & molto simile a quello del Teorema 1.
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