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Alcuni problemi di teoria elementare dei numeri 
e forme modulari. 

GIUSEPPE MELFI 

Questo lavoro è diviso in tre parti indipendenti Tuna dall'altra. I numeri prati­
ci occupano la prima parte; il soggetto della seconda parte sono le successioni 
sum-free; nella terza parte sono presentate alcune identità aritmetiche correlate 
alla teoria delle forme modulari. 

1. - Numeri pratici. 

DEFINIZIONE 1. - Un intero positivo m si dice pratico se ogni intero n con 
\<n<m può essere espresso come una somma di divisori positivi distinti di m. 

Ci sono molte analogie tra proprietà dei numeri pratici e proprietà dei numeri 
primi. Sia P(x) la funzione enumeratrice dei numeri pratici. Saias [9] ha dimostra­
to che Cix/ìogx ^ P(x) ^ c2x/logx con opportune costanti positive Ci e c2, mentre 
Margenstern [4] ha iniziato uno studio sistematico di proprietà e congetture rela­
tive ai numeri pratici. In particolare, Margenstern ha congetturato che 
P{x) ~ Xxfìogx per un'opportuna costante A> 0. 

Tra i risultati classici, il più importante è il seguente teorema di struttura del 
1954, dovuto a Stewart [10]. Il teorema e il corollario che ne segue costituiscono il 
punto di partenza di ogni studio sui numeri pratici. 

TEOREMA 1.1. - Un intero positivo m = pi1p2
a2'-'Pkk, con px <p2< ••• <Pu 

primi e a^ 1, è pratico se e solo se 

Pi = 2 e Pi + i^oip^p^-'pf^ + l per i = 1, 2, ..., fc-1, 

ove o(rì) è la somma dei divisori positivi di n. 

COROLLARIO 1.1. - Se m è pratico e n è un intero positivo che non supera 
a(m) + l, allora mn è pratico. In particolare se n^2m, allora mn è pratico. 

Uno dei risultati più interessanti che si è riusciti ad ottenere è il seguente [6]: 

TEOREMA 1.2. - Ogni intero positivo pari può essere espresso come somma di 
due numeri pratici. 

Questo teorema risolve positivamente una congettura di Margenstern sul pro­
blema di Goldbach per i numeri pratici. La dimostrazione è costruttiva e sono sta­
ti usati solo argomenti elementari. Un altro risultato di un certo interesse è il 
seguente: 
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TEOREMA 1. - Esistono infinite terne di numeri pratici della forma 
m-2,m,m + 2. 

Lo stesso enunciato per i primi è ovviamente falso, ma problemi analoghi, co­
me quello della dimostrazione dell'esistenza di infinite coppie di primi gemelli 
della forma p, p + 2, sono ancora aperti. È tuttora aperto anche il problema del-
rinfinità di numeri primi di Fibonacci. Tuttavia per i numeri pratici abbiamo di­
mostrato il seguente 

TEOREMA 1.4. - Sia u0 = 0, ux = 1 e per n^2,un = Pun_x - Qun-2 con P e Q 
interi. Se P2 - 4Q > 0 e PQ + P è pari, allora la successione {un} contiene infi­
niti numeri pratici. 

In particolare con P = 1,Q= -1 si ottiene l'esistenza di infiniti numeri pratici 
di Fibonacci. 

Con argomenti di tipo analitico si dimostra il seguente teorema, che fornisce 
una stima dall'alto della differenza tra due numeri pratici consecutivi. 

TEOREMA 1.5. - Sia {sn} la successione dei numeri pratici. Sia c> e ~y/2, ove 
y è la costante di Eulero-Mascheroni. Per n sufficientemente grande si ha: 

òn + l -sn<c-
«1/2 

(loglogsj 1/2 

2. - Successioni sum-free. 

DEFINIZIONE 2.1. - Una successione crescente di interi positivi si dice sum-
free se nessun suo elemento può essere scritto come una somma di elementi pre­
cedenti distinti 

Data una successione sum-free, denoteremo con A(x) la sua funzione enume­
ratrice. In [3] sono dimostrate le due seguenti proposizioni: 

PROPOSIZIONE 2.1. - Ogni successione sum-free ha densità asintotica nulla. 

PROPOSIZIONE 2.2. - Sia a > (V^ - l)/2. Sia {nk} una successione sum-free. 
Allora 

Imi inf = 0 . 

Un problema che mi è stato proposto da Erdôs riguarda l'esistenza o meno di 
successioni sum-free tali che nk + 1/nk-^l. Il seguente teorema ottenuto in colla­
borazione con Deshouillers [2] fornisce una risposta anche quantitativa alla 
questione: 

TEOREMA 2.1. - Sia e>0. Esiste una successione sum-free {nk} tale che 

(1) l i m ! ^ ± i = l ) 
k ^ oo U k 
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(2) A(x)»xl". 

Si può dimost ra re e lementa rmente l 'esistenza di una successione sum-free 
che soddisfi solo la (1). P e r t rovare una successione sum-free che soddisfi la (1) e 
la (2) si fa uso di un teorema di Erdòs -Turan [4, pag. 124]. 

3. - F o r m e modulari e identità aritmetiche. 

Sia om{n) la somma delle m-esime potenze dei divisori positivi di n e a m ( 0 ) = 
- £ ( - m ) , dove £ indica la funzione zeta di Riemann. Ramanujan [8] ha dimostra to 
nel 1916 nove identi tà della forma 

n 

(3) E or(k)as(n-k) = Aor + s + l(n) + Bnor + s-l(n), 
k = 0 

con A e B razionali. Questo tipo di identi tà sono correla te a propr ie tà dei coeffi­
cienti di Four i e r di forme modulari di peso r + s + 2 pe r il g ruppo modulare T( 1 ). 
A marg ine del suo lavoro, Ramanujan osservò che p e r n dispari si ha: 

[n/2] j 

(4) E os(k)o1(n-2k) = ——o5(n). 
k=o 240 

Si sa che le nove identità trovate da Ramanujan sono le sole del tipo (3). Ci si 
può chiedere se esistono altre identità del tipo (4). I coefficienti di Fourier di for­
me modulari di peso 2k per sottogruppi di congruenza di T(l) sono spesso corre­
lati alle funzioni o2k-i(n), e quando si vanno a tradurre certe identità tra forme 
modulari in identità aritmetiche, il risultato sono sovente identità simili a quelle 
sopra menzionate. Per una dimostrazione dei due teoremi che seguono si veda [7]. 

TEOREMA 3.1. - Sia m un intero positivo e (ì(m) = m2 TI (1 + p ~2). Per ogni 
e > 0 ed n primo con m si ha p'm 

[n/m] 
V* 5 1 £ . 
2J a1(fc)a1(^-mfc) = os(n)- -—na1(n) + 0(n2 e). 
k = o 12/?(m) 4m 

Per dimostrare questo teorema si sono studiati i coefficienti di Fourier di una 
particolare forma modulare per il sottogruppo r0(m). Come si può notare, nel 
precedente teorema è presente un termine di errore, che in alcuni casi può essere 
nullo. Nel seguente teorema sono enumerati questi casi. Inoltre si può dimostrare 
un'altra identità (la (5)) di forma leggermente diversa. 

TEOREMA 3.2. - Se n = 2 mod 3, allora 

n 1 

(5) E ai(À0ai(w-A0 = -os(n). 
k = 0 9 

k = lmod3 

Se n è un intero positivo dispari, allora 
[n/2] 

(6) 2) Oi(k) as(n-mk) =Aos + 2(n) + Bnos(n), 
k = 0 
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per (s, m, A, 5 ) e { ( l , 2, 1/12, -1 /8) , (3 , 2,1/48, -1/16) ,(1, 4, 1/48, -1/16)}. 
Se w^O mod3, aMora 

[n/3] 

V 1 1 
(7) ^ cr^/c) (Tife — 3/c) = — a 3 ( n ) — — n a 1 ( n ) . 

k = o 24 12 

Se n = 8 mod 16 6 n&O mod5, allora 

in/5] 

v̂  5 1 
(8) 2J Olik) Qi(n — 5k) = os(n) - — n o x ( n ) . 

k = o 312 20 
Se n = 2 m o d 3 oppure se n = 1 m o d 3 e esiste %w primo p=2 m o d 3 tote cfce p | w 
ma p 2 X n, allora 

fa/9] 

(9) c Zai(fe)a1(n"9fc) = —-a3W- — rca^n). 
fc = 0 2 1 6 36 

La dimostrazione delle (6) e della (7) utilizza alcune formule di Ramanujan [1, 
pag. 139 e pag. 460], mentre per la (5), la (8) e la (9) è stata necessaria una attenta 
analisi delle proprietà aritmetiche dei coefficienti di Fourier di certe forme modu­
lari di peso 4 per i sottogruppi T(3), r 0 ( 5 ) e T0(9) rispettivamente. 
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