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Regolarizzazione delle soluzioni classiche e viscose 
per equazioni di tipo curvatura di Levi. 

ANNAMARIA MONTANARI 

Scopo della tesi è lo studio delle proprietà di regolarità delle soluzioni di equa
zioni associate all'operatore di Levi. 

L'operatore di Levi interviene nella caratterizzazione dei domini di olomorfia 
per funzioni olomorfe di più variabili complesse. Ricordiamo che un insieme aper
to QçC2 è un dominio di olomorfia se, per ogni p e dQ, esiste una funzione / olo
morfa in Q e completamente singolare in p, cioè tale che per ogni intorno U di p 
non esiste alcuna funzione olomorfa in U che coincide con fin qualche componen
te connessa di UCiQ. 

E.E. Levi nel 1909 fu il primo che pensò di caratterizzare i domini di olomorfia 
con bordo di classe C2: egli aveva osservato che se Q = {Q(ZX, Z2) < 0} è un domi
nio di olomorfia allora la matrice hessiana complessa di Q , «ristretta» allo spazio 
tangente complesso, è semidefinita positiva. Precisamente, se si restringe la for
ma hermitiana (oggi chiamata forma di Levi) 

2 _ 

M%\, £2) : = 2 QzazÀa^-

alla retta tangente complessa a M:= {é? = 0 } , cioè ai vettori del tipo (XQZ2, -
XQZI), AeC, si ottiene una forma hermitiana di una variabile 

X—> \X\ (QZIZ1QZ2QZ2~ QZ1Z2QZ2QZ1 — Q z2zxQ zxQzz^ Q]z2z2Q zxQzx) • 

Per analogia con quanto succede per le «ipersuperfici» reali in R2 chiamiamo allo
ra curvatura di Levi di M in un punto (zì9 z2) il numero reale 

, _ {Q zi % Q z2Qz2~ Q z\z2 Q z2Qzi~~ Q z2z\ Q z\Qz2 "•" Q z2z2 Q z\ Q zi ) 

~~~ (KI2+KI2)3/2 * 
Allora se Q è un dominio di olomorfia deve essere fc^O in ogni punto di M. 

Il problema di Levi consiste nel provare il viceversa ed è stato risolto da Oka 
nel 1942: se k è positiva allora Q è un dominio di olomorfia. In particolare le sfere 
di C2 sono domini di olomorfia in quanto la loro curvatura è costante e uguale al
l'inverso del loro raggio. 

Se introduciamo le coordinate complesse zx = (x, y), z2= (t, s) e scriviamo lo
calmente l'ipersuperficie M come grafico di una funzione u di classe C2, 

M:= {s -u(x, y,t)=0}, 
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allora la curvatura di Levi di M si esprime in termini di u nella forma 
seguente 

(l + uf) £u 
(1) k(-,u) = 

2(1 + |V^|2)8/2 

ove £ è l'operatore alle derivate parziali del secondo ordine 

(2) £ := 3XX + dyy + 2adxt + 265^ + (a2 4- b2) 9tt, 

i cui coefficienti sono funzioni del gradiente di u 

U*, U™ U+ U™ \ Mini U+ 

a = a(Vu) = -? V > b = b(Vu) = - — V • 
1 + U2 1 + Ut 

Qui abbiamo indicato con ux, uy, ut le derivate parziali di u rispetto a x, y, t ri
spettivamente. In seguito chiameremo £ l'operatore di Levi in R3. Inoltre, se Q è 
un aperto di R3 e k : Q x R—>R è una funzione continua, chiameremo equazione 
di Levi con assegnata curvatura k la seguente: 

(1+|V^|2)3 / 2 

(3) £u= -2k(-,u)——-! l-—. 
1 + ut

2 

Ovviamente, il grafico di ogni soluzione di (3) ha curvatura di Levi uguale a k. 
L'Equazione (3) è un'equazione quasilineare del secondo ordine la cui forma 

caratteristica è semidefinita positiva ed ha minimo autovalore nullo in ogni punto 
e per ogni u. Pertanto l'operatore di Levi è non ellittico in ogni punto. In [1] si os
serva per la prima volta che l'operatore £ si può scrivere formalmente come som
ma di quadrati di operatori differenziali del primo ordine non lineari. Questi ope
ratori del primo ordine determinano la «geometria naturale» dell'equazione e le 
loro proprietà risultano fondamentali per lo studio della regolarità delle soluzioni. 
Nella tesi definiamo allora i campi vettoriali 

(4) X = 

e, identificando un campo vettoriale con l'operatore differenziale del primo ordine 
avente gli stessi coefficienti, scriviamo 

(5) £ = (l+ut
2)(X2 + Y2). 

Nel caso in cui i campi X e Y siano campi lineari, a coefficienti C °°, l'ipotesi che ga
rantisce l'ipoellitticità è la ben nota condizione di Hormander: £ è ipoellittico se 
l'algebra di Lie generata dai campi ha rango massimo in ogni punto dello spazio. 
Se questa è verificata Rothschild e Stein hanno costruito una teoria sistematica 
della regolarità. Nel caso in esame invece i campi X eY sono non lineari e quindi i 
loro coefficienti hanno soltanto la regolarità del gradiente della soluzione. Tutta-
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via Z e 7 soddisfano la condizione seguente: 

£u k(;U)(l+ \Vu\2f12 

\ + {dtuf a + otu)2)2 

Pertanto condizioni di annullamento di A: sono condizioni di lineare dipendenza di 
Z, 7, [Z, 7] e il comportamento delle soluzioni dell'equazione dipende dagli zeri 
di k. 

Se k = 0, ogni funzione u della sola variabile t è soluzione di £u = 0, quindi 
non possono valere teoremi di regolarità, nel complesso delle variabili, per le so
luzioni dell'equazione. In questo caso l'equazione si scrive semplicemente 

X2u + Y2u = 0 

e la relazione (6) consente di interpretarla come un Laplaciano su una opportuna 
varietà bidimensionale. Infatti è stato provato da Scerbina che se u^C1 è soluzio
ne di (3), con k = 0, allora il suo grafico è fogliato in curve analitiche. 

Se invece k non ha zeri ed è di classe C °° allora i campi Z, 7, [Z, 7] sono li
nearmente indipendenti in ogni punto. Usando questa osservazione Cittì in [1] ha 
dimostrato che ogni soluzione C2,a, con a > l / 2 , è C°°. 

Nella prima parte della tesi definiamo l'operatore £ di curvatura media di Le
vi come la naturale generalizzazione allo spazio R2n + 1 dell'operatore definito in 
(2). Il principale risultato di questa parte è il seguente: sia Q un aperto di R2n + * 
e sia UEiCto'c

a(Q) tale che 

£u = K(-, u,Vu) in Q, 

ove K è una funzione C°°(f ixRx R2^ + 1). Se K * 0 in Q x R x R^ + 1 allora 
u<=Cœ(Q). 

Anche nel caso n > 1 l'equazione si rappresenta, a meno di un fattore moltipli
cativo, come somma di quadrati di campi vettoriali non lineari che, insieme alla 
somma dei loro commutatori, generano R2n + 1 in ogni punto. Per studiarne le so
luzioni mettiamo a punto una teoria della regolarità ad hoc per una classe di ope
ratori lineari, che chiamiamo di tipo Levi, a coefficienti poco regolari in R2n + 1. La 
regolarità C00 delle soluzioni dell'equazione non lineare si ottiene dai precedenti 
mediante un argomento di tipo «bootstrap». 

Nella seconda parte della tesi consideriamo il problema della regolarità delle 
soluzioni dell'equazione di Levi con curvatura che si può annulare in qualche pun
to. Il principale risultato di questa parte è il seguente: se u e C^c

a(Q) è una solu
zione dell'equazione di Levi (3) con h C œ ( f l x R ) e 

/b2(§, u) 4- (ZA02(|, u) + (Yk)2(§, u)>0 per ogni ( ^ ) G D X R , 

allora u è di classe C °°. 
Osserviamo che anche in questo caso i campi Z, 7 ed i loro commutatori gene

rano tutto lo spazio. Sia ad esempio XkQ, u) ^ 0, allora Z ( | , Y\v [Z, [Z, 7]]|? sono 
linearmente indipendenti. Costruiamo allora una teoria della regolarità per ope
ratori lineari modellati sull'operatore di Levi, che chiamiamo di passo 3, perché 
per generare R3 è necessario considerare i commutatori di Z e di 7 di lunghezza 3. 



122 ANNAMARIA MONTANARI 

Nella terza parte della tesi si affronta il problema della regolarizzazione delle 
soluzioni di viscosità dell'equazione di Levi generalizzata 

(7) £u = k(-,u), 

ove £ è ancora l'operatore di Levi definito in (2). Sono chiamate soluzioni viscose 
di (7) le funzioni M localmente lipschitziane, limite per Sj—>0 di successioni equi-
lipschitziane (Uj) di soluzioni dell'equazione ellittica 

(8) £u + e2 ^ — =k(-,u) in fi. 
1 + (dtu? 

Dopo aver mostrato che tali soluzioni di viscosità si presentano in modo naturale 
nello studio dei problemi al contorno per (7), vengono dimostrati teoremi di rego
larizzazione analoghi a quelli W2,2 per le equazioni ellittiche classiche. Questi ri
sultati ci consentono di dimostrare che le soluzioni viscose verificano l'equazione 
(7) in senso puntale quasi dappertutto. La dimostrazione si ottiene stabilendo 
dapprima stime L2 uniformi in j , per le derivate prime e seconde delle soluzioni Uj 
di (8) nelle direzioni dei campi vettoriali non lineari X e F, che consentono di scri
vere X2u + Y2u e [X, Y] in senso debole. 

Se poi si suppone k ^ 0 in ogni punto, dai risultati precedenti, mediante un 
procedimento iterativo di tipo Moser, si ottengo stime L °° per e2utt dalle quali si 
ricava la seguente informazione cruciale: se u è soluzione viscosa di (7) allora il 
commutatore [X, Y] è linearmente indipendente d a l e F . Da questo risultato si 
ottengono ulteriori proprietà di regolarità per le soluzioni viscose dell'equazione 
di Levi generalizzata, la più forte delle quali è la seguente: Xu, Yu^H^c(Q), 
dtueHl/2(Q), ove Hs indica lo spazio di Sobolev ordinario di ordine s. 

La dimostrazione di questa affermazione conclude la tesi, i cui risultati sono in 
parte pubblicati nei lavori [2], [3], [4], [5], ai quali si rimanda per maggiori detta
gli e riferimenti bibliografici. 
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