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Ottimalita quasi certa nel controllo stocastico.

BARBARA TRIVELLATO

1. - Introduzione.

La tesi tratta problemi di Controllo Stocastico a tempo continuo su orizzonte
infinito, con criteri di ottimalita che devono essere verificati quasi certamente o in
probabilita. Tali criteri risultano spesso piu forti dei corrispondenti criteri in me-
dia usualmente impiegati nel controllo stocastico e di conseguenza possono rive-
larsi particolarmente utili qualora sia importante evitare rischiose fluttuazioni dei
costi attorno alla loro media.

Le problematiche affrontate sono state nel passato trattate nel contesto della
teoria lineare con costi quadratici ([1, 3, 5, 6, 7]).

Nella tesi si studia il problema in un contesto piu generale, relativo a processi
di diffusione non necessariamente lineari, processi di punto ad intensitad control-
lata e processi di Markov a stati finiti. Si dimostrano dei teoremi che forniscono
condizioni sufficienti per I'esistenza di controlli ottimali quasi certamente ed in
probabilitd quando i processi siano definiti in senso debole, cioé quali misure di
probabilitd sullo spazio delle traiettorie, nonché per qualunque legge congiunta
dei processi generati rispettivamente da un arbitrario controllo e dal controllo ot-
timale. Infine, si considerano diversi modelli per cui le assunzioni nei teoremi di
ottimalitd risultano soddisfatte.

Tutti gli esempi che si riportano nella tesi sono tratti da articoli o libri sulla
teoria classica del controllo stocastico in media. Ci6 significa che si analizza I'otti-
malitd quasi certa ed in probabilita di controlli che sono gia ottimali secondo il cri-
terio di minimizzazione del costo medio per unitd di tempo.

In questa nota si e scelto di enunciare alcune nozioni fondamentali e di ripor-
tare alcuni esempi di modelli che soddisfano le condizioni richieste dai teoremi di
ottimalita di cui si parla sopra. Per ragioni di spazio, precisi enunciati e dimostra-
zioni vengono omessi e per essi si rimanda al testo originale.

2. — Definizioni fondamentali.

Nella tesi si considerano dei processi stocastici le cui traiettorie appartengono
a D, dove D é lo spazio delle funzioni cadlag (continue nel caso diffusivo) da [0, +o)
in R% Sia U uno spazio misurabile. Per ogni ve U sia L” un operatore marko-
viano su un opportuno dominio (L") di funzioni da R? in R. Il dominio GX(L?)
puo dipendere da v. Tuttavia, si suppone che esista un nucleo C per L indipen-
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dente da v. Si definisce controllo un processo progressivamente misurabile
% :[0, + o) x D— U (scriveremo u,(-) al posto di u(t, -)). Assegnata una misura
di probabilitd x su R? ed una fuzione misurabile (costo corrente) ¢: R*x U—
[0, + o), si dice che un controllo u & ammissibile se le seguenti proprieta sono
soddisfatte:

1. Esiste una misura di probabilita P* su D tale che, per ogni fe G, il
processo

t

Fa) - J@mp)a,) ds

0
¢ una P“-martingala locale e P*omy! = py;
2. Per ogni ¢t >0 vale la disuguaglianza

t

Jy(u): = fC(xs, ug)ds < + o P"—q.c.
1}

Indicheremo con U l'insieme dei controlli ammissibili.
Sia g :[0, +0)— (0, + ») una funzione non crescente tale che tlirf g(t)=0,

e sia P*" * una misura di probabilita su D x D avente P*" e P* come misure mar-
ginali su D.

DEFINIZIONE 1. — Un controllo u* e U dicesi g-ottimo quasi certamente (in
probabilita) se, per ogni ue U e per ogni misura di accoppiamento P*™" tale
che

P (x,y)eDxD:ay=y,} =0,
vale luguaglionza
1 Jim gL (w™) = J,(w)]" =0
P*" “quasi certamente (in probabilitd).

OSSERVAZIONE 1. — La nozione di g-ottimalita della Definizione 1 ¢ in accordo
con la scelta di non riferirsi ad alcuno spazio di probabilita. Essa é piu forte
delle nozioni di g-ottimalita precedentemente date (vedi [1,3,5,6,7]) perché ri-
chiede che l'uguaglianza (1) valga per ogni, e non per qualche, misura di ccop-
piamento P*" ",

3. — Esempi.

Per diverse classi di modelli si pud provare che il controllo % * che minimizza
il costo medio per unitd di tempo (ottenuto tramite 'equazione stazionaria
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di Hamilton-Jacobi-Bellman) & g-ottimo per g(t) =t %, con a >1/2 qualsiasi.

EseEmPIO 1. — Il modello lineare-quadratico gaussiano.
du; = (Ax; + Bu,) dt + Gdw;,

i
Ji(u) = f(xs’ Qx, + u; Ru,) ds
0

con Q, R matrici simmetriche definite positive e (A, B) stabilizzabile.

OSSERVAZIONE 2. — Per il modello LQG recentemente (vedi [1]) é stato dimo-
strato che per ogni ue U esiste una misura di accoppiamento P*"" tale
che

Jim gL, (u*) = J, )] =0
P*""q.c. per ogni g(t) =o(1/logt) e in probabilita per ogni g(t) =o(1).

Esempio 2. — Diffusioni uniformente ergodiche.
dxt = (f(wt) + u,)dt + dwt
t

1
naw =] (10 + Sl ) s
0

con le sequenti assumzioni:
(i) 1=0, leCy;
(i) feC*NCy;
(ili) esiste una costante ¢ >0 tale che per ogni x, y € R?
@ — ) (f@) = fy) < —dclle — ylP.

L'esistenza del controllo u* ottimale in media & provata in [4].

EseEMPIO 3. — Diffusiont con coefficienti periodici.
dxt =f(xt, ut) dt + d’w,

t

Juw) = [ oy, uy) ds
0

con le seguenti assunzioni:
(i) U spazio metrico compatto;

@) f, ¢ funzioni continue in (x, w), a-Holder continue in x uniforme-
mente rispetto a u;
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(i) f, ¢ funzioni periodiche in x. L’esistenza del controllo w* ottimale in
media € provata in [2].

ESEMPIO 4. — Processi di Markov a stati finiti.

Lf@)= 2 b, fy) - f@)]

Yyex, y=x
13

o) = [ e, u,) ds

0
con le seguenti assunzioni:

(i) U spazio metrico compatto;
(ii) X insieme finito;
(i) I,,,() e c(x, -) funzioni continue, I, ,> 0.
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