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Determinazione dell'indice di produzione industriale 
mediante l'uso di metodi Bayesiani. 

LETIZIA MAGNONI 

Lo scopo del lavoro della tesi è stato quello di applicare i metodi della statisti
ca Bayesiana in un campo, l'economia, nel quale questo approccio è scarsamente 
praticato. In particolare, è stato esaminato il problema della determinazione del
l'indice di produzione industriale usando le osservazioni sul consumo di energia 
elettrica. Tale relazione tra i due indici è frutto di uno studio della Banca d'Italia 
che si propone di determinare il valore dell'indice di produzione industriale in an
ticipo rispetto a quello fornito dall'ISTAT [2]. In questo lavoro è stata ripercorsa 
questa strada, usando però un approccio diverso al problema statistico, quello 
della statistica Bayesiana; in questo senso presentiamo un adattamento del noto 
filtro di Kalman-Bucy [3] la cui implementazione ha prodotto risultati più che 
soddisfacenti. Si è inoltre dimostrato che l'algoritmo proposto risulta analitica
mente equivalente a quello proposto in [4], quando ci si limiti alla determinazione 
del valore atteso e della varianza dell'indice in considerazione. 

La relazione che lega l'indice di produzione industriale ed il consumo di ener
gia elettrica determina essenzialmente un problema di filtraggio stocastico, che 
da un punto di vista Bayesiano risulta essere di tipo non-lineare, nelle cui equa
zioni sono presenti due parametri incogniti. Lavorando in questa nuova ottica, 
non possiamo stimare il valore «vero» di tali parametri in quanto, potendo essi as
sumere un'infinità continua di valori, il punto di vista Bayesano considera questa 
stima come una scommessa avente probabilità di successo nulla. Per questa ragio
ne, abbiamo considerato i parametri come delle variabili aleatorie dotate di densi
tà a priori nota e si è poi provveduto, mediante l'utilizzo delle osservazioni di 
energia, ad aggiornare tale funzione di densità (densità a posteriori), utilizzando 
il teorema di Bayes [1]. 

I risultati raggiunti sono pienamente soddisfacenti anche alla luce di un loro 
confronto con quelli ottenuti utilizzando metodi di statistica frequentista. 

1. - Presentazione dell'algoritmo. 

In questo primo approccio abbiamo considerato una esemplificazione del mo
dello utilizzato dalla Banca d'Italia; in particolare: 

xt = a-xt-i + wt 
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dove xt è la variabile di stato, yt la variabile osservabile, {vt} e {wt} sono processi 
di rumore bianco gaussiano indipendenti tra loro e da x0 che consideriamo gaus
siana con media e varianza note; inoltre a e fi sono i parametri incogniti e si sup
pone abbiano densità a priori nota/0(a, fi). Questo modello non può, da un punto 
di vista Bayesiano, essere considerato lineare in quanto i parametri, essendo in
cogniti, devono anch'essi essere considerati facenti parte del vettore di stato. Va 
da sé che il modello è condizionatamente lineare, cioè, se conoscessimo i valori as
sunti dalle variabili aleatorie a e fi, il modello sarebbe di tipo lineare. Proprio per 
recuperare la condizionata linearità delle equazioni che descrivono il modello, 
proponiamo questo adattamento del noto filtro di Kalman-Bucy; indichiamo con 
Elxt/y*] il valore atteso del processo x al tepmo t condizionatamente alle osserva
zioni effettuate sulla variabile osservabile fino al tempo t incluso, otteniamo: 

Elxt/y1] = Jfmt(a, fi)'f{a,fily%) dadfi , 

dove la funzione mt(a, fi) è quella ottenuta dall'applicazione dell'algoritmo ri
corsivo del filtro di Kalman-Bucy, relativamente alla determinazione del valore 
atteso della variabile di stato, condizionatamente alle osservazioni yl = 
(Vi> V2, •••> Vt) ed ai valori dei parametri a e fi; la funzione f(a, fily1) è la densità a 
posteriori congiunta dei parametri, che resta determinata dalle ipotesi di indipen
denza fatte sul modello. In modo analogo possiamo ottenere il momento secondo 
della variabile di stato, date le osservazioni fino al tempo t: 

- ; / i W/y'ì = JJ [Pt(a, P) + m?{a, fi)]-f(a, filyl)dadfi, 
a fi 

dove Pt(a, fi) è la funzione, che rappresenta la varianza, fornita dall'applicazione 
del filtro di Kalman-Bucy. 
Per il modello in esame le due funzioni mt e Pt sono: 

( a\ ET / a ti a'mt_1(a,fi) + a2-fi-yt-Pt_1(a,fi)+fi-yt 

mt(a, fi) = E[xt/a, fi, yl] = — — — - — , 

a2-fi2-Pt-1(a,fi)+fi2 + l 

e per la varianza 

a2'Pt.1(a,fi) + l 
Pt(a,fi) = Var[xt/a,fi,yt} = 

a2-fi'-Pt^(a,fi)+fi2 + \ 

con le condizioni iniziali m0(a, fi) = 0 e P0(a, fi) = 1 (con y° e y0 si intende nessu
na osservazione). 

Vediamo infine come possiamo determinare la densità a posteriori dei 
parametri. 

Applicando più volte il teorema di Bayes e considerando le ipotesi di indipen-
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denza fatte, otteniamo: 

/(a, fi/y*) =/(a, P/yuY'1) «/(%/«, fi, y^YRa, fi/y'-1) * 

"lH-iftyi/athy^yMaiP), 

dovef0(a, /?) è la densità a priori dei parametri e le funzioni di densità condizio
nata/(^/a , /?, yl~l) sono, per ogni i e {1,2, ..., £}, gaussiane aventi media a-fi-
mi-i(a9lì) e varianza a2-i8

2-Pi_1(a, /}) + fi2 + 1. 
Si è dunque fornito un algoritmo ricorsivo per la determinazione della media e 

della varianza condizionate della variabile di interesse. 
Rimane ora il problema della effettiva valutazione degli integrali ottenuti, dal 

momento che, per la complessità delle funzioni coinvolte, essi non possono essere 
risolti per via analitica. Per questo scopo è stato utilizzato un metodo probabilisti
co per la risoluzione numerica [4] che si basa sulla discretizzazione della funzione 
di densità a priori dei parametri; tale tipo di risoluzione è stata preferita in quan
to per essa è dimostrata la proprietà di robusteza rispetto a piccole perturbazioni 
del modello. 

2. - Applicazione dei risultati teorici. 

Il problema della determinazione dell'indice di produzione industriale me
diante l'osservazione dei dati relativi al consumo di energia elettrica si può consi
derare di filtraggio stocastico, dal momento che PISTAT rende noto tale valore 
con circa due mesi di ritardo, mentre i dati relativi al consumo di energia elettrica 
sono disponibili tempestivamente. 

Nell'applicazione si è considerata come unità temporale un mese, la variabile 
di stato xt come il logaritmo naturale del quoziente dell'indice di produzione indu
striale al tempo t e quello al tempo precedente, cioè: 

Prodt 

xt = ln-Prodt _ j 

ed analogamente la variabile osservata yt come il logaritmo naturale del quozien
te del consumo di energia elettrica al tempo t e quello al tempo t- 1, cioè: 

7 Elettf yt = ln-
Elettt-i 

I rumori sono stati considerati bianchi gaussiani con varianza 0.01. 
L'analisi è stata fatta usando i dati di consumo di energia elettrica (fonte 

ENEL) dal Gennaio 1985 al Gennaio 1991; i primi 36 dati sono stati usati per la 
prima previsione e successivamente, aggiungendo una osservazione alla volta, so
no state compiute le successive previsioni. 

Nel confronto con un metodo di previsione frequentista (che usa essenzial-
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mente la regressione lineare) abbiamo notato che le nostre previsioni sono forte
mente penalizzate dai dati relativi al mese di Agosto, nel quale si ha un brusco 
crollo della produzione industriale non dovuto a problemi di ciclo economico. Se 
infatti includiamo anche le previsioni relative a tale mese nel calcolo dell'errore 
medio quadratico compiuto, si ottiene un valore pari a 0. 071, valore molto alto ri
spetto al corrispondente frequentista che risulta essere 0.033. Se invece escludia
mo da tale calcolo le previsioni ottenute in corrispondenza del mese di Agosto, ot
teniamo che Terrore medio quadratico si riduce a 0. 0059 mentre il suo corrispon
dente frequentista rimane dello stesso ordine di grandezza, 0.031. 
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