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Discretizzazione di problemi con vincoli lineari 
e applicazioni al calcolo scientifico. 

ILARIA PERUGIA 

1. - Introduzione. 

Vari problemi di interesse fisico possono essere formulati come minimizzazio­
ne di un funzionale, solitamente correlato all'energia del sistema considerato, sot­
to uno o più vincoli che la soluzione deve soddisfare. Nella tesi è stato considerato 
il caso particolare di funzionali quadratici con vincoli lineari; in tutte le applicazio­
ni considerate, i vincoli sono rappresentati da equazioni differenziali del primo or­
dine. L'approccio seguito per lo studio di questa classe di problemi è basato sul 
metodo dei moltiplicatori di Lagrange: il problema di minimizzazione vincolata 
può essere riscritto come un problema di punto sella non vincolato, mediante l'in­
troduzione di moltiplicatori di Lagrange associati ai vincoli. In questo modo, il 
problema è pensato come governato da un principio di equilibrio, anziché da un 
principio di minimizzazione. Questo è stato il punto di partenza sia per lo studio 
teorico che per l'approssimazione numerica. Le applicazioni considerate proven­
gono da differenti settori applicativi: meccanica dei fluidi, meccanica strutturale e 
elettromagnetismo. Per ognuno dei problemi considerati è stata scritta una for­
mulazione variazionale mista, sviluppandone lo studio dal punto di vista teorico 
(esistenza e unicità della soluzione e dipendenza continua dai dati), e sono state 
studiate discretizzazioni mediante metodi agli elementi finiti. Per il quadro teori­
co generale in cui si collocano i metodi studiati, vedere [2]. 

2. - Problema di Stokes. 

È stata proposta e studiata, dal punto di vista della stabilità numerica e stima 
dell'errore, una nuova classe di elementi finiti su quadrilateri piani, elementi fini­
ti che richiedono un numero minore di gradi di libertà della nota famiglia Qk x 
P£-\, senza perdita di stabilità e di accuratezza. La famiglia è quella che si ottie­
ne conservando le stesse pressioni, ma utilizzando per le velocità lo spazio 
Qk^Pk+2. 

3. - Piastre di Reissner-Mindlin e piastre piezoelettriche. 

Una scelta analoga di elementi finiti è stata applicata per la discretizzazione 
delle rotazioni delle fibre nel modello bidimensionale di Reissner-Mindlin, nel 
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quadro dei metodi agli elementi finiti MITC [1], fornendo anche in questo caso 
una approssimazione stabile e convergente in modo ottimale. È stato inoltre for­
mulato un modello bidimensionale per le piastre piezoelettriche di Reissner-Min-
dlin, dimostrando un teorema di esistenza e unicità (per mezzo del Lemma di 
Lax-Milgram) e proponendo una discretizzazione con elementi finiti conformi, ol­
tre che presentando di altri possibili modelli discreti aventi la stessa accuratezza, 
ma migliori prestazioni nel caso di piastre molto sottili. 

4. - Problema della cavità risonante. 

E stato studiato il problema dell'approssimazione numerica mediante elemen­
ti finiti di un problema agli autovalori relativo alle equazioni di Maxwell applicate 
al problema della cavità risonante. L'eliminazione del vincolo di divergenza nulla 
porta ad un problema il cui operatore associato non è compatto, aggiungendo un 
autospazio di dimensione infinita corrispondente alla frequenza nulla. Benché 
questo autospazio non abbia significato fisico, è comunque necessario che sia ac­
curatamente approssimato, per evitare l'inquinamento dell'intero spettro. Riscri­
vendo il problema in una formulazione mista equivalente, si è dimostrata l'effica­
cia degli elementi finiti di tipo edge sia nell'approssimazione dell'autospazio asso­
ciato alla frequenza nulla, che dei modi fisici. 

5. - Problema magnetostatico. 

La parte più corposa della tesi è dedicata allo studio di una formulazione mista 
del problema magnetostatico, innovativa rispetto agli schemi noti nella letteratu­
ra (quasi esclusivamente ingegneristica) realtiva all'elettromagnetismo computa­
zionale. Le equazioni che governano la magnetostatica sono ottenute trascurando 
le derivate temporali nelle equazioni di Maxwell. Data una densità di corrente J, 
il campo di induzione magnetica B ed il campo magnetico H soddisfano le equa­
zioni canoniche divB = 0 e curi H = J, mentre la legge costitutiva B =juH espri­
me le proprietà dei materiali e stabilisce il legame tra i due campi. La componente 
normale di B e la compomente tangenziale di H possono essere discontinue attra­
verso superdicie di separazione tra diversi materiali. 

La maggior parte delle formulazioni per lo studio e l'approssimazione numeri­
ca dei problemi magnetostatici si basa sull'utilizzo dei potenziali magnetici scalari 
totale e ridotto o del potenziale vettore magnetico, anche se recentemente sono 
state introdotte formulazioni direttamente basate sui campi magnetico e di indu­
zione magnetica. In tutti questo approcci, solo una delle due equazioni canoniche 
viene imposta esattamente, insieme a una delle due possibili forme della legge co­
stitutiva, B = juH oH = ju~1B; l'equazione canonica restante viene invece imposta 
solo in forma debole, e la corretta proprietà di continuità del campo corrisponden­
te non viene rispettata dalla soluzione numerica. 
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Un approccio differente è stato proposto in [4], dove i campi B ed H sono pen­
sati come soluzioni di due formulazioni complementari. Il metodo proposto si basa 
sulla minimizzazione di un funzionale legato al residuo dell'equazione costitutiva, 
mentre le equazioni canoniche sono imposte mediante l'introduzione di potenziali. 
Tale procedura consente l'esatta imposizione delle equazioni canoniche e delle 
corrette continuità per entrambi i campi B ed H. Sotto particolari ipotesi sulle 
condizioni al contorno, è possibile ottenere due problemi disaccoppiati, uno in B 
ed uno in H. Le forme di Whitney sono state introdotte in elettromagnetismo 
computazionale in [3], collocando i problemi elettromagnetici nel quadro teorico 
del complesso di De Rham, pensando i campi come forme differenziali, anziché 
come funzioni vettoriali. Le formulazioni duali introdotte in [4] si collocano per­
fettamente in questo quadro, ed ognuno dei campi incogniti può essere discretiz-
zato mediante le funzioni di interpolazione più adatte nel complesso di Whitney, 
cioè face per B, edge per H e per il potenziale vettorre, nodali per il potenziale 
scalare. 

L'approccio studiato nella tesi consiste nel minimizzare il residuo nel soddi­
sfacimento della legge costitutiva magnetica - J JU'1 |B - iuH\2dx, imponendo i 

vincoli rappresentati dalle equazioni canoniche mediante l'introduzione di molti­
plicatori di Lagrange, ottenendo un problema di punto sella che è possibile scri­
vere in formulazione variazionale mista, in cui entrambi B ed H compaiono come 
incognite. Considerando un dominio computazionale limitato Q, con bordo con­
nesso r= rB U rH, su cui sono imposti differenti tipi di condizioni al contorno, la 
formulazione risultante per il problema nel caso tridimensionale è la seguente: 
dato J G HrH(div° ; f i ) ,Be H(div ; Q) tale che B n =fB su rB e H G #(curl ; Q) ta­
le che HAn = fH su T#, trovare (B, H, £, Q) tale che (B - B, H - H, £, <p) G 
HrB(div; Q) xHrH(carl; Q) x L2(Û) x #r„(div°; Q\ e 

i) / ^ _ 1 B B * c t e - / H B*dx + J/*-1£divB*<fo = 0 VB*G#rfi(div; Q) 
Q Q Q 

ii) - fBR*dx + §[iR-Wdx + J/^-curlH*cte = 0 VH* E.ifrH(curl; Q) 
Q Q Q 

JV^ivB^cfa^O V | * G L 2 ( ^ ) 
Q 

J [icu.r\jl-(p*dx= j juJ-q)q)*dx V<jp<p* ei/r/f(div°; Q) 
Q 

(i pedici che compaiono in HrB(div; Q\ HrH(cxxr\; Q) e HrH(div°; Q) indicano le 
parti del bordo su cui sono assegnate condizioni al contorno omogenee). In questo 
modo, sia B che H potranno essere discretizzati mediante le classi opportune di 
elementi finiti (elementi face per B ed edge per H). Il vantaggio rispetto all'intro­
duzione dei potenziali consiste nella possibilità di trattare problemi sotto ipotesi 
più generali sui domini e sulle condizioni al contorno. I risultati numerici presen-
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tati mostrano buona accuratezza dell'approssimazione su un'ampia casistica di 
problemi. In particolare, tale approccio fornisce migliori risultati rispetto ai meto­
di più tradizionali in presenza di forti discontinuità delle proprietà magnetiche 
dei materiali, come spesso si ha nei problemi concreti. L'analisi della formulazio­
ne e della sua discretizzazione mediante elementi finiti di tipo misto è stata con­
dotta sia nel caso bidimensionale che nel caso tridimensionale, che non è banale 
estensione del precedente, in quanto occorre imporre un vincolo aggiuntivo, pro­
blema che nella tesi è stato affrontato introducendo un ulteriore moltiplicatore di 
Lagrange, richiededo un'analisi specifica della nuova formulazione. Sono stati 
inoltre analizzati i problemi algebrici cui si giunge con le discretizzazioni propo­
ste. Il probelma è interessante dal punto di vista dell'algebra lineare computazio­
nale, in quanto il sistema lineare risultante ha matrice simmetrica ma indefinita, 
il che rende inapplicabile la maggior parte degli schemi più classici. Sono stati 
presentati risultati ottenuti mediante metodi diretti e metodi iterativi opportuna­
mente precondizionati, discutendone le performances su modelli specifici bidi­
mensionali e tridimensionali, mostrando che nel caso bidimensionale il sistema li­
neare può essere risolto in modo efficiente utilizzando opportune varianti di tali 
metodi. L'analisi ci campo ottenuta formulazione si è inoltre rivelata particolar­
mente adatta nel calcolo della forza magnetica mediante il metodo del tensore di 
Maxwell, come mostrato nei risultati riportati. 
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